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Юні друзі!

Цей підручник з алгебри побудовано так само, як і
підручник для 8 класу, за яким ви навчалися минулого
року. Він містить теорію, задачі і вправи, завдання для
самостійних робіт, запитання для самоперевірки, істо>
ричні відомості тощо.

Вивчаючи теорію, звертайте увагу на слова, виділені
курсивом, — це нові терміни, які треба знати, розуміти,
що вони означають. Набрані жирним шрифтом або синім
кольором речення є основними означеннями, правилами
та іншими важливими математичними твердженнями.
Їх слід уміти формулювати (можна — своїми словами) і
застосовувати до розв’язування вправ і задач.

Є в підручнику задачі з математичного фольклору
різних народів, задачі відомих математиків, інші істо>
ричні задачі. Алгебра, як і вся математика, — це не
тільки важливий інструмент наукового пізнання і
добрий засіб розвитку логічного мислення учнів, вона є
складовою загальнолюдської культури.

У кожному параграфі підручника є рубрика «Хочете
знати ще більше?», що містить додаткові відомості для
учнів, які особливо цікавляться математикою (її позна>
чено  ). Відповідаючи на запитання рубрики «Перевірте
себе», ви зможете закріпити, узагальнити і систематизу>
вати здобуті знання, вміння та навички, одержані під час
вивчення теми. У рубриці «Виконаємо разом!» наведено
зразки розв’язання найважливіших видів вправ. Корисно
ознайомитися з цими прикладами, перш ніж виконува>
ти домашні завдання (їх позначено знаком ).

Підручник містить вправи різних рівнів — від порівня>
но простих до досить складних. Номери останніх позна>
чено зірочкою (*), вони пропонуються тим учням, які зго>
дом навчатимуться у класах з поглибленим вивченням
математики. Матеріали рубрики «Готуємося до тематич>
ного оцінювання» допоможуть вам повторити і система>
тизувати вивчений матеріал. «Історичні відомості» спри>
ятимуть розширенню кругозору кожного учня.

Бажаємо успіхів у навчанні!

5

pidruchnyk.com.ua



Р о з д і л  16

Однією з характерних особливостей
вищої математики є та визначна роль,
яку в ній відіграють нерівності.

Р. КурантР. КурантР. КурантР. КурантР. Курант
(с + 2) 2

 ≥ 0

НЕРІВНОСТІ
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НЕРІВНОСТІ 7

Нерівності використову

ють так само часто, як і
рівності. За їх допомогою
зручно моделювати відно

шення більше — менше, ко

ротше — довше та ін. Як і
рівності, нерівності бувають
числові та зі змінними. Деякі
з них доводять, інші – розв’я

зують.

Основні теми розділу:
• властивості числових

нерівностей;

• подвійні нерівності;

• розв’язування нерівно"
стей з однією змінною;

• системи нерівностей
з однією змінною.

§1. ЗАГАЛЬНІ ВІДОМОСТІ
ПРО НЕРІВНОСТІ

Якщо число а менше або більше від числа b, то записують
відповідно а < b або а > b. Наприклад,

3 < 5,    –7 > –13.
Зміст співвідношень «більше» і «менше» можна розкри


ти таким означенням.

Число а більше від b, якщо різниця а – b  — число до�
датне; число а менше від b, якщо різниця а – b  — число
від’ємне.

Оскільки різниця а – b може бути додатною, від’ємною
або дорівнювати нулю, то для довільних дійсних чисел а і b
виконується одне і тільки одне з трьох співвідношень:

а > b,  а < b або а = b.
Користуючись сформульованим вище означенням, мож


на порівнювати числа, тобто встановлювати, яке з них
більше, а яке — менше. Наприклад, щоб порівняти дроби

9

4
 і 

25

11
, знайдемо їх різницю:

225

1

259

911254

25

11

9

4 ==−
⋅

⋅−⋅ .

Різниця даних дробів —  число додатне, тому 
25

11

9

4
> .

7
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Р о з д і л  18

Мал. 1

На координатній прямій меншому числу відповідає точ

ка, що лежить ліворуч від точки, яка відповідає більшому
числу. Наприклад, малюнок 1 відповідає таким співвідно

шенням:

с < а,  а < b,  с < b.

Нерівність — абстрактна математична модель відношень
менше — більше, нижче — вище, коротше — довше, вуж

че — ширше, тонше — товстіше, дешевше — дорожче, мо

лодше — старше та багатьох інших. Крім знаків < (менше)
і > (більше) часто використовують також знаки: ≤ — менше
або дорівнює (не більше), ≥ — більше або дорівнює
(не менше).

Запис а ≤ b означає, що а < b або а = b.

Запис а ≥  b означає, що а > b або а = b.

Наприклад, можна стверджувати, що 2 ≤ 5, 4 ≥ 4,

.5,0
2
1 −≤−
Знаки  <  і  >  називають знаками строгої нерівності. Вони

протилежні один одному: якщо а < b, то b > а, і навпаки. Зна

ки  ≤  і  ≥   також протилежні один одному, їх називають зна�
ками нестрогої нерівності. Будь
який із знаків <,  >,  ≤  і  ≥
називають знаком нерівності.

Два вирази, сполучені знаком нерівності, утворюють
нерівність.

Приклади нерівностей: ,103 <  а2 + b2 ≥ 2ab, 3х – 5 > 0.
Вираз, який стоїть ліворуч чи праворуч від знака не


рівності, називають відповідно лівою чи правою частиною
нерівності. Наприклад, лівою частиною нерівності 5х + 4 < 8
є вираз 5х + 4, а правою — число 8 (будь
яке число також
вважається виразом).

Якщо обидві частини нерівності —  числові вирази, ї ї  на�
зивають числовою нерівністю. Такі нерівності бувають пра


pidruchnyk.com.ua



НЕРІВНОСТІ 9

вильні або неправильні. Наприклад, з нерівностей 2 < 3,

,12 ≥  –3 < –5 дві перші правильні, а третя —  неправильна,
бо число –3 більше від –5.

Нерівність зі змінними при одних значеннях змінних
може бути правильною, а при інших —  неправильною. На

приклад, нерівність 2х + 3 > 5 правильна, якщо х дорівнює
2, 3, 4, 5, а якщо х дорівнює 1, 0, –1, –2, — неправильна.
Говорять, що значення 2, 3, 4, 5 дану нерівність задовольня

ють, а 1, 0, –1, –2 — не задовольняють.

Крім наведених вище знаків нерівності (<, >, ≤, ≥) часто викори#
стовується ще знак  ≠  (не дорівнює). Якщо, наприклад,

співвідношення «не більше» (а ≤  b) означає а < b або а = b, то
співвідношення «не дорівнює» (а ≠  b) означає а < b або а > b.

Відношення «не дорівнює» принципово відрізняється від «не більше».
Для всіх відношень рівності і нерівності, які позначають знаками =,  <,
>,  ≤,  ≥, справджується властивість транзитивності, тобто із а ≤ b і
b ≤ c випливає, що a ≤ с. А для відношення «не дорівнює» така вла#
стивість може не справджуватись: із а ≠ b і b ≠ с не завжди випливає а ≠
с. Наприклад, 2 ≠ 3 і 3 ≠ 2, але відношення 2 ≠ 2 хибне, неправильне.

Тому далі, говорячи про нерівності, матимемо на увазі два чис#
ла або вирази, сполучені будь#яким із знаків <, >, ≤, ≥, але не
знаком ≠.

1. За якої умови число а більше за с?
2. Що таке нерівність?
3. Які бувають нерівності?
4. Які нерівності називають строгими, які — нестрогими?
5. Що означають записи a ≤ b, a ≥ b? Прочитайте їх.

1. Яке з чисел а і b менше, якщо:
а) а – b = (–1)2;  б) а = b – 3;  в) а – 5 = b?
✔ Р о з в ’ я з а н н я. a) а – b = (–1)2 = 1 (число додатне),

отже, b < a; б) знайдемо різницю чисел а і b: а – b = –3 (число
від’ємне), отже, а < b; в) а – b = 5 (число додатне), отже, b < a.

В і д п о в і д ь. а) b < a;    б) а < b;    в) b < a.

pidruchnyk.com.ua



Р о з д і л  110

Мал. 2

2. За якої умови вираз 4 – (2х + 3)2 має найбільше значення?
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Даний вираз має найбільше значен


ня, якщо від’ємник найменший. А вираз (2х + 3)2 має най

менше значення, якщо 2х + 3 = 0, тобто при х = –1,5.

В і д п о в і д ь. Якщо х = –1,5.
3. Яка з різниць більша і в скільки разів:
20092010 – 20092009 чи 20092009 – 20092008?
✔ Р о з в ’ я з а н н я. 20092010 – 20092009 = 20092009 (2009 – 1) =

= 2008 ⋅ 20092009;
20092009 – 20092008 = 20092008(2009 – 1) = 2008 ⋅ 20092008;
(2008 ⋅ 20092009) : (2008 ⋅ 20092008) = 2009.
В і д п о в і д ь. Перша різниця більша від другої в

2009 разів.

1. Яке з чисел х і у менше, якщо:
а) x – y = 1; б) x – у = –1; в) y – x = 2; г) y – 5 = x?

2. Точки K, L, M з координатами k, l, m розміщено на коорди

натній прямій, як показано на малюнку 2. Порівняйте числа:

a) k і т; б) k і 1; в) m і l;
г) 0 i l; ґ) k і l; д) m і –1.

3. Чи правильна нерівність:
а) 2 ≥ 2; б) –3 < –5; в) 3 ≤ 2; г) –5 ≤ –2?

4. Порівняйте числа:

а) 1,28 і 
4

5
; б) 0,02 i 

50

1
; в) 

3

1−  і – 0,33; г) 1,6 і 
3

5
.

5. Порівняйте дроби:

а) 
7

5
 і 

7

3
;        б) 

3

4−  i 
5

4− ;        в) 
6

5
 і 

7

6
;        г) 

13

7−  і 
27

13− .

6. Чи завжди значення 
x

1
 менше за відповідне значення x?

7. Чи завжди значення x  менше за відповідне значення x?
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 8. Яке з чисел а і b більше, якщо:
а) а – b = 0,01; б) а – b = –3,7; в) a = 2,3 + b;
г) b – a = (–3)2; ґ) а – b = 0; д) b = a + 1?

 9. Порівняйте числа m і п, якщо:
a) m – n = 0,5; б) n – m = 5; в) m – 4 = n; г) m + 3 = n.

10. Порівняйте числа х і у, якщо:
а) у – х = –1; б) х – у = 7; в) х = у – 3; г) у – х = 0.

11. Які з нерівностей правильні:

а) –7 > –5;             б) 4,3 ≥ –3,4; в) ;5 π≤

г)  5,0
5,0

1 > ; ґ) ;5,12
4

1 ≥ д) π ≤ 3,14?

12. Точки з координатами a, b, c розміщені на координатній
прямій, як показано на малюнку 3. Яке з чисел а, b, с най

більше, яке — найменше? Чи правильні нерівності:
а) а < b; б) b < с; в) с < а; г) b ≥ c?

13. Порівняйте числа:

а) 
11

10
 і 

20

19
; б) 

29

28
 і 

30

29
; в) 

49

48
 і 0,98;

г) 
9

7−  і 
7

9− ; ґ) 
15

2
 і 

17

9
; д) 

7

5−  і 
3

1− .

14. Розмістіть у порядку спадання числа:

3,1;  π; ;10  ;22 +  .35 −
15. Розмістіть у порядку зростання числа:

2; ;5  –12; ;
2

1
2  0; –3π.

16. Яке з чисел 1,5; 
50

29
1 ; 

2

π
; ;2:10  5,07 ⋅  найбільше?

Мал. 3
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17. Порівняйте значення виразів 2х + 3 і 3х – 2, якщо:
а) х = –1;          б) х = 0;          в) х = 5;          г) х = 7.

18. Порівняйте значення функції y = 2х – 1, якщо:
а) х = 1 і х = 2; б) х = –1 і х = –2; в) х = 0,1 і х = 0,2.

19. Порівняйте значення функції у = х2, якщо:
а) х = –20 і х = 20; б) х = –2 і х = –1; в) х = –8 і х = 0.

20. Доведіть, що 1011 – 1010 > 1010 + 109.
21. Чи правильна нерівність 3х – 2 < 7, якщо:

а) х = 4; б) х = 3; в) х = 2; г) х = 0?
22. Яка з нерівностей правильна за умови, що х = 10:

а) 0,5x + l > 3; б) –7х + 3 < х; в) 3 – х ≥ х – 17?
23. Чи при всіх дійсних значеннях с правильна нерівність:

а) с2 + 3 > 0; б) (с + 2)2 > 0; в) (с – 1)2 ≥ 0?
24. Доведіть, що при кожному значенні п:

а) n4 + 1 > 0; б) (п – 5)2 ≥ 0; в) п2 – 2п + 1 ≥ 0.
25. Підберіть кілька значень змінної x, які задовольняють

нерівність:

а) 2х + 3 < 0; б) 3 – х2 > 0; в) .1
1 <+
x

x

26. Запишіть у порядку зростання числа:

(–π)2; 2 ;  –12; 
3
21 ;  3− ; 

2

π
;  (–2)3; 81 ;  –5;  (–3)0.

27. Запишіть у порядку спадання числа:

–2π; 10 ; 2970; 
2

2
5 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ − ;  3,0

1
; 

10

π
; 0297; (–2)5; π; 

4

25− .

28. Порівняйте значення виразів 5т + 1 і 19 – 3т, якщо:

а) т = 2; б) ;7=m в) ;21 −=m          г) .31 +=m

29. Порівняйте значення функцій у = 12 + 45х і ,
12

x
y =  якщо:

а) 
5

3=x ; б) 
2

1−=x ; в) 
3

2−=x ; г) 
5

2=x .
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30. Яка з різниць більша і в скільки разів:

19992000 – 19991999 чи 19991999 – 19991998?
31. Доведіть, що при кожному а правильна нерівність:

а) (а – 3)2 + 2 > 0; б) (2а + 1)2 + 0,5 > 0;
в) 4а2 – 4а + 1 ≥ 0; г) 9а2 + 2 > 6а.

32. Що більше: квадрат суми двох додатних чисел чи сума їх
квадратів?

33. За якої умови вираз 1 + (2х – 3)2 має найменше значення?

34. За якої умови вираз 1 – (2х – 3)2 має найбільше значення?

35. Як розміщені на координатній прямій точки А(а), В(b),
С(с) і D(d), якщо:
а) а > b,  а + b = 2d  і  b + d = 2с;
б) а < b,  2а = b + с  і  2d = а + b?

36. Доберіть кілька значень змінної п, які задовольняють
нерівність:
а) 3n – 2 > 2n – 3; б) 5п + 8 ≤ 8п – 1.

37. Сума двох взаємно обернених чисел дорівнює 2,5. Знайдіть
більше з цих чисел.

38. Збільшиться чи зменшиться значення дробу 
5

2
, якщо до

його чисельника і знаменника додати одне й те саме нату

ральне число? Наведіть приклади.

39. Яке з чисел а і b більше, якщо:
а) а + 7,8 = b + 3,5; б) а – 4,5 = b – 2,3;
в) 8,5 – а = 7,3 – b; г) 2а + 3,5 = b – 3,5?

40. Яке з додатних чисел х і у більше, якщо:
а) 2,5х = 3,2y; б) 5,3 : х = 7,1 : y;
в) x : 3,8 = у : 2,6; г) 2х – 3y = 5,4?

41. Сім зошитів коштують дорожче, ніж 9 олівців. Що до

рожче: 12 зошитів чи 15 олівців?

42. Чотири подруги – Даринка Головко, Єва Кучер, Жанна Чер

каська і Зоя Коваленко разом зі своїми братами прийшли
на ковзанку. Кожний  брат був вищий зростом за сестру.
Вони розділилися на пари та й почали кататися.  З’ясува

лося, що в кожній парі «кавалер» вищий за «даму», і ніхто
не катається зі своєю сестрою. Найвищим серед друзів вия

вився Андрій Головко, а найнижчою —  Даринка. Відомо,
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що Жанна і Віктор Черкаські вищі за Юру Коваленка, але
нижчі за Єву. З ким катався Борис Кучер?

43. Порівняйте значення виразів:
а) а2 + 36 і 12а; б) 4(х + 1) і (х + 2)2;
в) b3 + 2 і 2b + 1; г) (y – 3)2 і (у – 2)(у – 4).

44. Порівняйте невід’ємні числа а і b, якщо:
a) а2 ≥ b2; б) b – а = а – b; в) а – b = а + b.
Розгляньте усі можливі випадки.

Обчисліть (45—47).

45. а) 
15

1

15

2

10

1

5

1
:12 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++ ; б) 

4

3

3

2

20

1

10

3

5

2
1: −⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +− ;

в) ;51:1
5

4

3

2

3

2 ⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − г) ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −−−
8

1

3

1

4

3

2

1

8

7
:5: .

46. а) 213 ⋅ 0,513; б) 257 ⋅ 0,047; в) 0,512 ⋅ (–2)13;
г) –532 ⋅ 0,232; ґ) 0,1– 21 ⋅ 10– 20; д) 0,2– 41 ⋅ (–0,5)– 40.

47. а) 22 45 − ; б) 22 1213 − ; в) 22 43 + ;

г) 22 2,188,21 − ;     ґ) 22 2,448,45 − ;     д) .8,12,8 22 −
Спростіть вираз (48—50).
48. а) (с – 5)(с + 2) + 3с + 10; б) (х2 + ах + а2)(х – а) + а3;

в) (a2 – a + 1)(a + 1) – а3; г) (x2 – y)(x – y2) – y3 + xy;
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ґ) (с3 – 2с)(2с + с3) + 4с2; д) (х2 – 6х + 9)2 – (х – 3)4.

49. а) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝
⎛ +⋅

−+

−
11

11

1

1

1

1
3

2

aaaa

a
aaa ;

б) .1
22

22

22
−⋅⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
+

+

−

−− ba

abba

aba

b

bab

a

50. а) aaa 94 ++ ; б) xxx 2597 +− ;

в) ( ) 6053 2+− ; г) ( ) 240215 2−+ ;

ґ) 206206 −−+ ; д) .245245 −−+
51. Розв’яжіть рівняння:

а) x2 + 8x + 15 = 0; б) x2 + 10x + 21 = 0;
в) у2 – 7у – 18 = 0; г) z2 – 9z + 14 = 0;

ґ) ;2
3

3

13

13

+
−

+
− −=

x

x

x

x
д) .2

52

92

23

3 =+
−
−

− c

c

c

c

52. Розв’яжіть систему рівнянь:

а) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=−

−
+

+

−−

;2

,0

3

2

5

3
6

1

2

4

yx

yx
б) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=−

+
−

−

+

.1

,0

1

5

1

4

2

3

3

yx

yx

53. Побудуйте графік функції:

a) y = 3 – х;        б) 
x

y
6= ;        в) у = х2;        г) .xy −=

54. Дивлячись на графік функції (мал. 4), поясніть, на яких
проміжках вона зростає, спадає, на яких — додатна,
від’ємна. Укажіть найбільше значення функції.

Мал. 4
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55. До розчину, який містить 40 г солі, долили 200 г води,
після чого його концентрація зменшилась на 10 %. Яка
концентрація розчину була спочатку?

§2. ВЛАСТИВОСТІ ЧИСЛОВИХ
НЕРІВНОСТЕЙ

Розглянемо нерівності виду а < b, c > d та ін., де а, b, с, d —
довільні дійсні числа.

Теорема 1.  Якщо а < b і b < с, то а < с.

Д о в е д е н н я. Якщо а < b і b < с, то числа а – b і b – с —
від’ємні. Їх сума (а – b) + (b – с) = а – с —  також число від’ємне.
А якщо а – с — число від’ємне, то а < с. Це й треба було до

вести.

Теорема 1 виражає властивість транзитивності
нерівностей з однаковими знаками.

Приклад. Оскільки 29,1 <  і ,42,12 <  то .42,19,1 <

Теорема 2.  Якщо до обох частин правильної нерівності
додати одне й те саме число, то одержимо правильну
нерівність.

Наприклад, якщо а < b і с — довільне дійсне число, то
а + с < b + с.

Д о в е д е н н я. Якщо а < b, то а – b — число від’ємне.
Оскільки а – b = (а + с) – (b + с), то різниця (а + с) – (b + с) —
число також від’ємне. А це означає, що а + с < b + с.

Теорема 3.  Якщо обидві частини правильної нерівності
помножити на одне й те саме додатне число, то одер�
жимо правильну нерівність.

Якщо обидві частини правильної нерівності помно�
жити на одне й те саме від’ємне число і змінити знак
нерівності на протилежний, то одержимо правильну
нерівність.
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Д о в е д е н н я. Нехай а < b і с — будь
яке додатне число.
У цьому випадку числа а – b, (а – b) с, отже, і різниця ас – bc —
числа від’ємні, тобто ас < bc.

Якщо а < b і с — довільне від’ємне число, то добуток
(а – b)с, а отже, і різниця ас – bc — числа додатні. Тому
ас > bc.

Приклади. а) 3 < 4 і 5 > 0, тому 3 ⋅ 5 < 4 ⋅ 5 або 15 < 20;
б) 3 < 4 і –2 < 0, тому 3 ⋅ (–2) > 4 ⋅ (–2) або –6 > –8.
Оскільки ділення можна замінити множенням на число,

обернене до дільника, то в теоремі 3 слово «помножити»
можна замінити словом «поділити».

Якщо а < b і с > 0, то 
c

b

c

a < ; якщо а < b і с < 0, то 
c

b

c

a
> .

Теорема 4. Нерівності з однаковими знаками можна
почленно додавати.

Наприклад, якщо а < b і с < d, то а + с < b + d.
Д о в е д е н н я. Якщо а < b і с < d, то за теоремою 2

a + c < b +c i b + c < b + d, звідси за теоремою 1 а + с < b + d.
Приклад. 2 < 3 i 5 < 7, тому 2 + 5 < 3 + 7 або 7 < 10.

Теорема 5. Нерівності з однаковими знаками можна по�
членно перемножати, якщо їх ліві й праві частини —
додатні числа.

Наприклад, якщо а < b, с < d і числа а, b, с, d —  додатні, то
ас < bd.

Д о в е д е н н я. Нехай а < b і с < d, а числа с і b  — додатні.
Згідно з теоремою 3  ас < bc і bc < bd, звідси за теоремою 1   ас < bd.

Зауваження. Теореми 4 і 5 правильні також для трьох і
довільної кількості нерівностей. Наприклад, якщо а < b, c < d
і n < m, тo a + c + n < b + d + m.

Доведення теорем 1—5 для нерівностей зі знаком «<» май

же дослівно можна повторити для аналогічних нерівностей
зі знаком «>», «≥» або «≤».

Чи можна обидві частини нерівності підносити до квадрата або
до куба? Нехай а і b — числа додатні; перемножимо почленно

нерівності а < b і а < b, одержимо а2 < b2. Перемножимо почленно
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частини останньої нерівності та а < b, одержимо а3 < b3 і т. д. Отже,
якщо числа а і b — додатні, а  n — натуральне, то з нерівності а < b
випливає аn < bn.

Якщо хоч одне з чисел а і b від’ємне, то з нерівності а < b не завжди
випливає аn < bn. Наприклад, –3 < 2, але нерівності (–3)2 < 22,
(–3)4 < 24 неправильні.

Вираз «якщо числа а і b додатні та а < b» можна записати коротше:
«якщо 0 < а < b». Дослідіть, чи завжди правильне твердження: «якщо

0 < а < b, то ba < ».

1. Сформулюйте і доведіть теорему про транзитивність не

рівностей.

2. Сформулюйте і доведіть теорему про додавання до обох
частин нерівності одного й того самого числа.

3. Сформулюйте теорему про множення обох частин не

рівності на одне й те саме число.

4. Сформулюйте теорему про почленне додавання не

рівностей з однаковими знаками.

5.  Сформулюйте теорему про почленне множення нерівно

стей з однаковими знаками.

1. Відомо, що числа а і b додатні, а також а < 3, b < 6.
Доведіть, що ab < 20.

✔ Р о з в ’ я з а н н я. Оскільки числа а і b додатні, то не

рівності а < 3 і b < 6 можна перемножити: a ⋅ b < 3 ⋅ 6, або
ab < 18. Якщо ab < 18, а 18 < 20, то ab < 20.

2. Чи випливає з нерівностей а < 3 і b < 6 нерівність
ab < 20, якщо принаймні одне з чисел а і b — від’ємне?

✔ Р о з в ’ я з а н н я. Якщо одне з чисел а і b від’ємне, а дру

ге — додатне, то добуток ab від’ємний. У цьому випадку
нерівність ab < 20 правильна.

Якщо числа а і b обидва від’ємні, то нерівність ab < 20 може
бути як правильною, так і неправильною. Наприклад, якщо
a = –1, b = –2, то (–1) ⋅ (–2) < 20, отже, нерівність правильна.

Якщо а = –7, b = –10, то нерівність (–7) ⋅ (–10) < 20 непра

вильна.
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В і д п о в і д ь. Ні.
3. Відомо, що т ≥ –5. Додатне чи від’ємне значення виразу

–3т – 20?
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Помножимо обидві частини нерівності

т ≥ –5 на –3, одержимо –3т ≤ 15 (властивість 4). Додамо до
обох частин цієї нерівності число –20: –3m – 20 ≤ 15 – 20 (вла

стивість 2), звідси –3m – 20 ≤ –5, отже, –3m – 20 < 0.

В і д п о в і д ь. Від’ємне.

56. Яке з чисел а і с більше, якщо: а) а – с < 0;  б) а – с > 2?
57. Дивлячись на малюнок 5, ска


жіть, значення якого виразу біль

ше: a чи a + 2b; b чи b – 2a?

58. Порівняйте числа х і z, якщо:
а) х < у і у < z; б) х > у і у > z; в) х ≤ а і а ≤ z.

59. Додатне чи від’ємне число п, якщо:
а) 3n < 3,5n; б) –1,5n > –n; в) 0,2n < –n?

60. Який з дробів 
a

1
 і 

b

1
 більший, якщо b < а < 0?

61. Який з двох від’ємних дробів y

x
 і 

x

y
 менший, якщо |x| < |у|?

62. Число а більше за 1. Яким є число: 3а, –а, 1 – а, 1 + 2а?
63. Число х менше за –1. Яким є число: 5x, 5 – х, х4, 2 + x2?

64. Порівняйте числа а і b, якщо різниці:
а) а – с і с – b — додатні числа;
б) b – с і с – а — від’ємні числа;
в) а – п і п – b — невід’ємні числа.

65. Порівняйте числа а і b, якщо:
а) а – с > 0 і b – с < 0; б) а – х ≤ 0 і х – b ≤ 0.

66. Покажіть, як розміщені на координатній прямій точки з
координатами а, b, с і d, якщо а < с, b > с, d > b.

67. Запишіть правильну нерівність, утворену в результаті:
а) додавання до обох частин нерівності 12 < 18 числа 5;

Мал. 5
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б) віднімання від обох частин нерівності 12 < 18 чис

ла 77;
в) множення обох частин нерівності 12 < 18 на 3; на –5;
г) ділення обох частин нерівності 12 < 18 на 3; на –6.

68. Помножте обидві частини нерівності а > b на 
3

2
; на 

7

5− .

69. Відомо, що а > b. Поставте замість * знак нерівності:
а) 2а * 2b; б) 1,5а * 1,5b; в) –а * –b;

г) –3а * –3b; ґ) a
2

1−  * ;
2

1
b− д) 2а3 * 2b3.

70. Додатне чи від’ємне число а, якщо:
а) 2а < 3a; б) 0,5а > а; в) –5а < –4а?

71. Додайте почленно нерівності:
а) 5 < 12 і 7 < 8; б) 3 < 6 і –3 < –2;
в) 5 < 6 і х < z; г) а < b і х ≤ z.

72. Перемножте почленно нерівності:
а) 2 < 3  і 5 < 8; б) –4 < –1  і –5 < –4;

в) 
3

1

4

1 <  і 
5

3

5

2 < ; г) 5 < 7 і 
5

1

7

1 < .

73. Порівняйте додатні числа 
a

c
 і 

b

c
, якщо а < b і с > 0.

74. Відомо, що m < n. Порівняйте числа:
a) m + 7 i n + 7; б) –0,1m i –0,1n;

в) m2)1(−  i ;)1( 2 n− г) 1 – m i 1 – n;

ґ) 5m – 1 i 5n – 1; д) –2n – 1 i –1 – 2m.
75. Відомо, що х > у > 0. Поставте замість * знак нерівності:

a) x  * ;y б) x2 * xy; в) ( )x21−  * ( ) ;21 y−

г) 
x

y
 * 1; ґ) 

x

1
 * y

1
; д) 

xy

yx

−

2

 * .
2

xy

xy

−
76*. Відомо, що х < у < 0. Поставте замість * знак нерівності:

a) x3 * y2; б) –x * 10y; в) x−  * ;y−

г) 2

1

x
 * y

1
; ґ) yx

x

−  * yx

y

− ; д) xy

x 1+
 * .

1

xy

y +
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77. Доведіть, якщо:

a) x > у i yx

11 > , то х > 0 i y < 0;

б) а < b i аb < 0, то 
ba

11 < .

78. Розмістіть у порядку зростання числа 
a

1
, 

b

1
, 

c

1
, 

d

1
,

якщо всі вони додатні та а < с, d < b i d > с.

79. Розмістіть у порядку зростання числа 
a

1
, 

b

1
, 

c

1
, 

d

1
,

якщо всі вони від’ємні та а > с, d > b i d < с.
80. Доведіть, якщо:

а) а ≤ b i b ≤ с, то а ≤ с;
б) а ≤ b i с > 0, то ас ≤ bс;
в) а ≤ b i с < 0, то ас ≥ bс.

81. Чи правильно, що при додатних значеннях а і b:
а) з а < b випливає а2 < b2;
б) з а2 < b2 випливає а < b;

в) з а < b випливає ;ba <
г) з ba <  випливає а < b?

82. Доведіть, що: а) діагональ чотирикутника менша від його
півпериметра; б) сума діагоналей чотирикутника менша
від його периметра. Розгляньте два випадки (мал. 6).

83. Користуючись тотожністю ),)(( yxyxyx +−=−

доведіть, якщо ,yx >  то х > у.

84. Доведіть, що функція xy =  зростає на всій області ви


значення, тобто якщо х1 < х2, то у1 < у2.

Мал. 6
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Мал. 7

85. Доведіть, що:
а) функція у = х2 зростає, якщо х > 0;

б) функція 
x

y
1=  спадає, якщо х > 0.

86. Чи проходить графік функції у = х2 – 5х + 6 через точку
 А (–3; 14)? Через точку В (3; 14)?

87. При якому значенні n графік функції у = х2 – 3х + n про

ходить через точку М (3; 7)? Через точку K (–2; 3)?

Розкладіть на множники тричлен (88—89).
88.  а) х2 + 2х – 35;     б) 6х2 – х – 1.

89.  а) 6а2 + a – 2;            б) .422 −+ cc
90. Гра судоку. Перенесіть таблицю

в зошит (мал. 7). Заповніть по

рожні клітинки цифрами від 1 до
9 так, щоб до кожного рядка,
кожного стовпця і кожного виді

леного квадрата 3×3 кожна циф

ра входила тільки 1 раз.

§3. ПОДВІЙНІ НЕРІВНОСТІ

Якщо нерівності а < х і х < b правильні, то їх можна записа

ти у вигляді подвійної нерівності: а < х < b. Подвійна
нерівність має три частини: ліву, середню і праву та два зна

ки нерівності. Приклади подвійних нерівностей:

3 < х < 4            (х більше від 3 і менше від 4);
2а + 3 < х + 3  ≤  5с   (х + 3 більше за 2а + 3, не більше за 5с).

Теорема 6. Якщо до кожної частини правильної по�
двійної нерівності додати одне й те саме число, то одер�
жимо правильну подвійну нерівність.

Д о в е д е н н я. Якщо а < х < b, то правильні нерівності
а < х і х < b. Тоді згідно з теоремою 2 для будь
якого дійсного
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числа с правильні нерівності а + с < х + с і х + с < b + с. Отже,
а + с < х + с < b + с.

Число с може бути як додатним, так і від’ємним. Наприклад:
якщо 2,5 < х – 3 < 2,6 і с = 3, то 5,5 < х < 5,6;
якщо 0,7 < х + 1 < 1,2 і с = –1, то –0,3 < х < 0,2.
Подібним способом можна довести такі твердження:

• якщо а < х < b і k > 0, то ka < kx < kb;
••••• якщо а < х < b і k < 0, то kb < kx < ka;
••••• якщо a < x < b i c < y < d, то:

a + c < x + у < b + d;
a – d < x – y < b – c;

ac < xy < bd (при a > 0 і с > 0);

  (при a > 0 і с > 0).

Зверніть увагу на віднімання і ділення подвійних
нерівностей! Від меншого члена першої нерівності віднімають
більший член другої, а від більшого —  менший. Менший член
першої нерівності ділять на більший член другої, а більший —
на менший. Наприклад, якщо 4 < х < 6 і 2 < y < 3, то

4 – 3 < х – у < 6 – 2, або 1 < х – у < 4;

2

6

3

4 <<
y

x
, або .3

3

4 <<
y

x

Розглянуті властивості дають можливість спрощувати
подвійні нерівності. Наприклад, замість подвійної нерів

ності 16 < 3х – 2 < 19 можна розглядати нерівність
18 < 3х < 21, або ще простішу: 6 < х < 7.

Особливо зручно використовувати подвійні нерівності для
оцінювання значень величин чи виразів. Значення величин,
таких як маса, відстань, час тощо, завжди наближені.
Важко, зокрема, визначити висоту дерева з точністю до
дециметра. Тому вказують, наприклад, що вона більша за
9,2 м, але менша за 9,4 м. Записують це у вигляді подвійної
нерівності: 9,2 < h < 9,4.

Користуючись властивостями подвійних нерівностей,

можна оцінити і значення виразів х + у, х – у, ху, y

x
.

Нехай, наприклад, 3,5 < х < 3,6 і 2,1 < у < 2,2. Тоді
3,5 + 2,1 < х + у < 3,6 + 2,2, або 5,6 < х + у < 5,8  (мал. 8);
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3,5 – 2,2 < х – у < 3,6 – 2,1, або 1,3 < х – у < 1,5;
3,5 ⋅ 2,1 < ху < 3,6 ⋅ 2,2, або 7,35 < ху < 7,92;

1,2

6,3

2,2

5,3 <<
y

x
, або 1,59 < y

x
 < 1,72.

За допомогою подвійних нерівностей можна звільнитися від
модуля в нерівностях виду |х| < а і |х| ≤ а, де а > 0.

Наприклад, нерівність |х| < 3 задовольняють усі значення х, модулі
яких менші за 3. Такими є додатні числа, менші за 3, від’ємні числа,
більші за –3, і число 0. Цю множину чисел можна записати за допо#
могою подвійної нерівності так: –3 < x < 3.

Аналогічно можна записати нерівність |х| ≤ 3: –3 ≤ x ≤ 3.
Зверніть увагу! Будь#яку нерівність виду |М| < а, де а > 0 і  М — деякий

вираз, можна записати у вигляді подвійної нерівності: –а < М < а.
А, наприклад, нерівність |х| > 3 у вигляді подвійної нерівності запи#

сати не можна. Чому?

1. Наведіть приклади подвійних нерівностей.
2. Що означає «оцінити значення величини»?
3. Як за допомогою подвійних нерівностей оцінити набли


жене значення суми чи добутку двох значень величини?
4. Як за допомогою подвійних нерівностей оцінити набли


жене значення різниці (частки) двох значень величини?

1. Відомо, що 10 < х < 12. Яких значень може набувати
вираз: а) 3х – 5; б) х2?

Мал. 8
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✔ Р о з в ’ я з а н н я. а) Домножимо усі частини нерівності
на 3:

3 ⋅ 10 < 3 ⋅ х < 3 ⋅ 12, або 30 < 3х < 36.
Віднімемо від усіх частин нерівності 5:
30 – 5 < 3х – 5 < 36 – 5, або 25 < 3х – 5 < 31.
б) Оскільки всі частини даної нерівності додатні, то їх

можна піднести до квадрата: 100 < х2 < 144.
В і д п о в і д ь. а) 25 < 3х – 5 < 31; б) 100 < х2 < 144.
2. Оцініть значення виразу 0,2a – b,  якщо 5 < а < 15 і 2 < b < 7.
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Якщо 5 < а < 15, то 1< 0,2a < 3.
Якщо 2 < b < 7, то –2 > – b > –7, або –7 < – b < –2.
Додамо почленно утворені нерівності: –6 < 0,2a – b < 1.
В і д п о в і д ь. –6 < 0,2a – b < 1.

91. Прочитайте подвійну нерівність:
а) 4 < a < 7; б) 0 < 0,5 < 1; в) –3 < x < 3.

92. Чи правильні подвійні нерівності:
а) –7 < 0 < 7; б) 0 < 5 < 10; в) –1 < –2 < –3?

93. Чи задовольняють значення х = 3 i х = –3 умову:
а) 0 < х < 2х; б) –х < х2 < 3х; в) –х < х2 < –х3?

94. Які цілі значення a задовольняють подвійну нерівність:
а) –1 < а < 1; б) –2 < a < 2; в) 0,1 < a < 1?

95. Чи існують значення х, які більші за 
9

8
, але менші за 

7

6
?

96. Оцініть периметр рівностороннього трикутника, якщо
його сторона більша за 1,8 м і менша за 2,1 м. Чи може

площа такого трикутника дорівнювати 3  м2?

97. Запишіть у вигляді подвійної нерівності співвідношення:
а) x < 12 і х > 3;       б) х > –2 і х < 2;       в) х < 30 і х > – 0,3.

98. Чи існують значення с, які: а) менші за –3 і більші за

10− ; б) більші за 10–2 і менші за 102? Якщо так, то за


пишіть відповідну подвійну нерівність.
99. Відомо, що 4 < п < 5. Оцініть значення виразу:

а) п + 3; б) п – 5; в) 2п; г) –3n; ґ) п2.
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100. Знаючи, що ,8,137,1 <<  оцініть значення виразу:

а) ;32+           б) ;13 −           в) ;3−           г) .32

101. Сторона квадрата дорівнює а см, де 4,2 < а < 4,3. Оцініть
його периметр і площу.

102. Оцініть значення суми х + у, якщо:
а) 4 ≤ х < 5 і 2 ≤ у < 3;
б) –2 < x < 3 і –5 < у < 4.

103. Оцініть значення різниці х – у, якщо:
а) 12 < х < 13 і 5 < у < 6;
б) 0,32 < х < 0,33 і 0,25 < у < 0,27.

104. Оцініть значення добутку xу, якщо:
а) 3 < x ≤ 4 і 5 ≤ y ≤ 7;
б) –2 < x < –1 і –3 < у < –1.

105. Оцініть значення частки х : у, якщо:
а) 12 < х < 15 і 5 < у < 6;
б) 6 < х < 8 і 2 < у < 3.

106. Відомо, що –3 ≤ х ≤ 5. Яких значень може набувати вираз:
а) 2х + 3;        б) 0,1х – 2;        в) 2 – х;        г) 10 – 0,1х?

107. Вимірявши довжину а і ширину b прямокутника (у мет

рах), знайшли, що 1,3 < а < 1,4, 0,6 < b < 0,8. Оцініть
периметр і площу цього прямокутника.

108. Довжина ребра куба — с мм, де 1,53 ⋅ 102 < с < 1,54 ⋅ 102.
Оцініть: а) суму довжин усіх ре

бер куба; б) площу поверхні
куба; в) об’єм куба. Результат
округліть до десятих.

109. На малюнку 9 зображено
план квартири. Відомо, що
вся квартира, а також віталь

ня мають форму квадрата.
Оцініть площу вітальні,
спальні та всієї квартири,
якщо 4,9 м < х < 5,1 м,
2,9 м < у < 3,1 м.

Мал. 9
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110. Відомо, що 1,4 < 2  < 1,5 і 2,2 < 5  < 2,3, оцініть:

а) ;52 +       б) ;25 −       в) ;22−       г) .2:5

111. Нехай α і β  – кути трикутника, 62о < α < 63о, 95о < β < 96о.
Оцініть міру третього кута.

112. Відомо, що 3,14 < π < 3,15. Оцініть довжину кола і площу
круга, якщо його радіус більший за 2,5 дм і менший за 2,6 дм.

113. Відомо, що 10 < x ≤ 12. Яких цілих значень може набу

вати вираз:

а) 2х; б) 
5

2x
; в) 3х – 5;      г) 

x

12
?

114. Відомо, що 3 < x < 4 і 1,2 < y < 1,3. Яких значень може
набувати вираз:

а) (х + y)2; б) xy ; в) y2 – x;      г) y

x

x

y + ?

115. В яких межах лежать значення виразу 
x

x 23 −
, якщо:

а) 1 < х < 4; б) –5 < х < 0; в) –10 ≤ х ≤ 10?

116. Відомо, що 
6

5

4

3 <<− m  і 3 < п < 10. Яких значень може

набувати вираз:
а) 2m + 3n; б) 4m – n; в) m + n2;      г) n2 – m?

117. Доведіть твердження:
а) якщо а < х < b, то –b < –х < –а;

б) якщо a < x < b i a > 0, то 
axb

111 << ;

в) якщо а < х < b і а > 0, то а2 < х2 < b2.

118. Доведіть твердження:

а) якщо а < b, то ;
2

ba
ba << +

б) якщо 0 < а < b, то  а < ab  < b.

119. Запишіть у вигляді подвійної
нерівності значення площі
фігури, зображеної на малюн

ку 10. Мал.10
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120. Катети а і b прямокутного трикутника такі, що 8,4 < а < 8,5,
6,5 < b < 6,6. Оцініть площу цього трикутника і його пери

метр.

121*. Запишіть нерівність з модулем у вигляді подвійної не

рівності:
а) |х| < 3;          б) |х| ≤ 0,5;          в) 2|х| < π;          г) |х| – 7 ≤ –6.

122*. Запишіть нерівність з модулем у вигляді подвійної
нерівності та спростіть її:

а) |2х – 1| < 3; б) |2 – 0,5х| ≤ 2,5;       в) .15 <−x

123. О 10 год з міста А до міста В виїхав мотоцикліст, а об
11 год так само з А до В  — автомобіль. О котрій годині
автомобіль наздогнав мотоцикліста, якщо він приїхав
до В о 13 год, а мотоцикліст —  о 14 год?

124. Запишіть у стандартному вигляді масу:

а) Місяця 73 500 000 000 000 000 000 т;
б) Сонця 1 990 000 000 000 000 000 000 000 000 т.

125. Розв’яжіть систему рівнянь:

а) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−
;6

,1222

yx
yx

б) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−
.2

,822

yx
yx

§4. РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕРІВНОСТЕЙ
З ОДНІЄЮ ЗМІННОЮ

Як відомо з попередніх класів, рівності зі змінними бу

вають двох видів: тотожності й рівняння. Тотожності до

водять, рівняння — розв’язують. Аналогічно роз

різняють два види нерівностей зі змінними: тотожні
нерівності й нерівності з невідомими. Тотожні не

рівності доводять (див. § 7), а нерівності з невідомими —
розв’язують.

Розглянемо нерівність 5x – 2 > 8 зі змінною х. Якщо
замість х підставимо число 1, то дістанемо неправильну чис

лову нерівність 5 – 2 > 8. Говорять, що значення х = 1 дану
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нерівність не задовольняє. Якщо замість х підставимо чис

ло 3, то дістанемо правильну числову нерівність 5 ⋅ 3 – 2 > 8.
Значення х = 3 дану нерівність задовольняє, число 3 —
розв’язок нерівності 5х – 2 > 8.

Розв’язком нерівності з однією змінною називають
значення цієї змінної, яке задовольняє дану
нерівність.

Розв’язати нерівність  означає знайти всі її розв’язки або
показати, що їх немає.

Розв’язують нерівність, замінюючи її іншими нерівно

стями, простішими і рівносильними даній.

Дві нерівності називають рівносильними, якщо вони
мають одні й ті самі розв’язки, тобто якщо кожний розв’язок
першої нерівності задовольняє другу, а кожний розв’язок
другої нерівності задовольняє першу. Нерівності, які не
мають розв’язків, також вважають рівносильними.

Наприклад, нерівність 5х – 2 > 8 рівносильна кожній з
нерівностей: 5х > 2 + 8, 5х > 10, х > 2.

Нерівності зі змінними мають багато властивостей,
аналогічних до властивостей рівнянь.

1. Якщо з однієї частини нерівності перенесемо в іншу
доданок з протилежним знаком, то одержимо нерів�
ність, рівносильну даній.
2. Якщо обидві частини нерівності помножимо або
поділимо на одне й те саме додатне число, то одержимо
нерівність, рівносильну даній.
3. Якщо обидві частини нерівності помножимо або
поділимо на одне й те саме від’ємне число, змінивши
при цьому знак нерівності на протилежний, то
одержимо нерівність, рівносильну даній.

Ці властивості нерівностей зі змінними випливають з теорем,
доведених у § 2. Користуючись цими властивостями, нерівності
зі змінними можна розв’язувати подібно до рівнянь.

Приклад 1. Розв’яжіть нерівність 5х < 2х + 15.
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Перенесемо доданок 2х у ліву частину

нерівності:
5х – 2х < 15.
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Мал. 12

Зведемо подібні члени:
3х < 15.

Поділимо обидві частини нерівності на 3:
х < 5.

В і д п о в і д ь. Нерівність задовольняє кожне дійсне число,
менше від 5.

Приклад 2. Розв’яжіть нерівність 7(2 – х) ≤ 3х + 44.
✔ Р о з в ’ я з а н н я. 14 – 7х ≤ 3х + 44,

–7х – 3х ≤ –14 + 44,
–10x ≤ 30,

х ≥ –3.
В і д п о в і д ь. Нерівність задовольняє кожне число, не

менше від –3.
Зауваження. Множини розв’язків нерівностей зручно

записувати у вигляді проміжків. Множину всіх дійсних
чисел, менших від 5, називають проміжком від мінус
нескінченності до 5 і позначають (– ∞; 5). На малюнку 11 цей
проміжок позначено штриховкою, значення 5, що не
входить до множини розв’язків, — світлим кружком.

Мал. 11

Множину всіх дійсних чисел, не менших від –3, називають
проміжком від –3 до нескінченності, включаючи –3.
Позначають його [–3; ∞), наочно зображають, як показано
на малюнку 12; значення –3, що входить до множини
розв’язків, позначено темним кружком.

Отже, відповіді до розв’язаних нерівностей можна
записати і за допомогою проміжків: (–∞; 5), [–3; ∞).

Як ви вже знаєте, з усіх рівнянь найпростішими є лінійні
виду ах = b. Найпростішими нерівностями з однією змінною
також є лінійні.
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Якщо а і  b — дані числа, а х — невідома змінна, то кож�
на з нерівностей

ах < b, ах > b, ах ≤≤≤≤≤ b, ах ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ b                                       (*)

називається лінійною нерівністю з однією змінною х.

Приклади лінійних нерівностей:
2х < 3,    –7х > 14,    0,5x ≤ 1,    9х ≥ 0.

Лінійні нерівності часто записують і так:
ax – b < 0,   ax – b > 0,   ax – b ≤ 0,   ax – b ≥ 0.

Якщо число а відмінне від нуля, то кожна з нерівностей
(*) має множину розв’язків, якій відповідає нескінченний
числовий промінь (або промінь без вершини).

Залежність розв’язків лінійної нерівності від значення
коефіцієнтів при змінній і знака нерівності наведено в таблиці.

                        ax > b             ax ≤ b

 Якщо a > 0, то                                         Якщо a > 0, то

           
a

b
x > , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∞∈ ;

a

b
x        

a

b
x ≤ , ⎥⎦

⎤⎜
⎝
⎛ ∞−∈

a

b
x ;

Якщо a < 0, то                                           Якщо a < 0, то

       
a

b
x < , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∞−∈

a

b
x ;            

a

b
x ≥ , ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞∈ ;

a

b
x

Якщо а = 0, то кожна з нерівностей (*) або не має розв’язків
(наприклад, 0х > 5), або множиною її розв’язків є множина
всіх дійсних чисел (наприклад, 0х < 5).

До розв’язування лінійних нерівностей зводиться розв’язуван#
ня найпростіших нерівностей з модулями.

Розв’яжемо нерівності:
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Мал. 15

Мал. 13 Мал. 14

а) |х| < 5; б) |х| > 3; в) |х| ≤ –2; г) |х| > –0,5.
а) Нерівність задовольняють усі значення х, модулі яких менші за 5.

Такими є всі додатні числа, менші за 5, всі від’ємні числа, більші за –5,
і число 0. Таку множину чисел можна записати за допомогою по#
двійної нерівності –5 < x < 5. На числовій прямій цій множині чисел
відповідає проміжок, показаний на малюнку 13. Числа –5 і 5 не нале#
жать цьому проміжку, вони не задовольняють дану нерівність, а
нерівність |х| ≤ 5 — задовольняють (мал. 14).

б) Нерівність |х| > 3 задовольняють усі числа, більші за 3, і всі
числа, менші за –3 (мал. 15).

в) Модуль кожного числа — число невід’ємне, воно не може бути
менше, ніж від’ємне число –2, або дорівнювати –2. Тому дана
нерівність розв’язків не має.

г) Кожне невід’ємне число більше за –0,5. Тому дану нерівність
задовольняє кожне дійсне число.

1. Наведіть приклади нерівностей зі змінними.
2. Що називають розв’язком нерівності зі змінною?
3. Скільки розв’язків може мати нерівність з однією

змінною?
4. Як записують множини розв’язків нерівності зі

змінною?

1. Розв’яжіть нерівність 2х + 3 < 2(х + 3).
✔ Р о з в ’ я з а н н я. 2х + 3 < 2х + 6,

2х – 2х < 6 – 3,
0х < 3.

pidruchnyk.com.ua



НЕРІВНОСТІ 33

Нерівність 0х < 3 правильна при кожному значенні х.
В і д п о в і д ь. (–∞; ∞).
2. Розв’яжіть нерівність 6z + 7 ≥ 2 (3z + 4).
✔ Р о з в ’ я з а н н я. 6z + 7 ≥ 6z + 8,

6z – 6z ≥ 8 – 7,
0z ≥ 1.

Нерівність 0z ≥ 1 не задовольняє жодне значення z.
В і д п о в і д ь. Розв’язків немає.

3. Розв’яжіть нерівність .1
2

5

3

8

6

5 −>+ −− xxx

✔ Р о з в ’ я з а н н я. Помножимо обидві частини не

рівності на 6 (найменше спільне кратне чисел 6, 3 і 2):

x – 5 + 2(x – 8) > 3 ⋅ 5x – 6;
x – 5 + 2x – 16 > 15x – 6;

x + 2x – 15x > –6 + 5 + 16;

– 12x > 15; 
12

15−<x ; x < –1,25.

В і д п о в і д ь. ( ).25,1; −∞−
4. Розв’яжіть подвійну нерівність: –2 ≤ 10x – 3 ≤ 5.
✔ Р о з в ’ я з а н н я. –2 + 3 ≤ 10x – 3 + 3 ≤ 5 + 3,

1 ≤ 10x ≤ 8,
0,1 ≤ x ≤ 0,8.

В і д п о в і д ь. [0,1; 0,8].

126. Розв’яжіть нерівності:
а) 2x < 6; б) –3х > 9; в) 10x < 20;

г) 0,5z > 2; ґ) ;10
3

2 <y д) .22 >− x
127. Скільки розв’язків має нерівність:

а) х2 + 1 < 0; б) |х| < 0; в) |х| ≤ 0?
128. Розв’яжіть нерівність:

а) х + 3 < x;  б) х – 3 ≤ х; в) 3 + х > 3.
129. Які з чисел 0, 1, 2, 3, 4, 5 задовольняють нерівність:

а) 2х – 5 > 0;  б) 4x + 1 ≤ 13; в) 3х + 4 ≥ 5?
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130. Зобразіть у вигляді проміжків і на координатній прямій
множини чисел, що задовольняють нерівність:
а) х < 4;  б) х > –1; в) x ≤ 0,5.

Розв’яжіть нерівність (131—134).
131. а) x + 2 > 5; б) х – 4 > 0; в) 2 + x ≥ 3;

г) 3x > 15; ґ) 4y < 36; д) 5z ≥ 35.
132. а) 3x > 15; б) х + 7 > 0; в) 2x – 5 ≥ 0;

г) –4x ≥ 20; ґ) x – 1,5 ≤ 0; д) 10 + 5x < 0.
133. а) –x < 5; б) –z ≥ –4; в) –x < 0;

г) –5x ≤ 15; ґ) –3x > –3; д)  5z ≤ –1.
134. а) 3х + 2 < 5; б) 7х – 4 ≥ 8; в) 9х + 5 > 5;

г) 5х – 4 < 3х; ґ) 6z + 1 > 2z; д) у + 5 < 2у.
135. Чи рівносильні нерівності:

а) 2х + 3 > х + 8 і x > 5;
б) 2х – 3 ≥ 2 і 2х – 4 ≥ 1;
в) 3 – 5х < х і 6х > 3;
г) 3х – 1 < 6 – 2x і 1 – 3х < 2x – 6?

Розв’яжіть нерівність (136—139).
136. а) 8х – 3 > 5х + 6; б) 7у – 13 < 5y – 9;

в) 2х – 3 ≤ 3х – 8; г) x – 15 ≥ 4х + 3;
ґ) 3 + х > 2х – 3; д) 5 – 2у < y + 8;
e) 3 – 5х > 4 – 5х; є) 8 + 6z ≤ 13 + 6z.

137. а) 6х + 21 ≤ 5х + 8; б) 3х + 7 < 7х + 3;
в) 7x – 5 > 3х + 7; г) 2х – 9 ≥ 9х + 5;
ґ) х – 15 < 6х – 10; д) 11х – 3 ≤ 8х – 15;
e) 18 – 7х ≥ 5х + 30; є) 17 – х > 10 – 6х.

138. а) 3(х + 1) > х + 5; б) 2(х – 1) + 4 < х + 7;
в) 4(х – 2) < х + 1; г) 3(х + 2) – 4 > х + 2;
ґ) 2(х + 3) ≥ 5х – 9; д) 4(х + 3) – 3х ≤ x – 5.

139. а) – 5(х – 1) < 3 – 7х; б) 2(3 – х) – х < 7 + 3х;
в) 3(2 – х) > х – 6; г) – 3(2 + х) + 5x ≤ 2х + 1;
ґ) 8 – 3 (х – 2) > 4x; д) 5y < 12 – 4 (у + 5).

140. За якої умови набуває від’ємних значень вираз:

 а) 7 + 5х; б) 10 – 0,5х; в) ?22 x−
141. За якої умови набуває невід’ємних значень вираз:

 а) 2,5 + 0,5х; б) 3,9 + 1,5х; в) 1,2 – 3x?

pidruchnyk.com.ua



НЕРІВНОСТІ 35

142. За якої умови значення даного виразу більше за 10:

 a) 3 + 7x; б) 5,4 – 2,3х; в) ?212 x−
143. За якої умови значення виразу 3х – 7 більше за відповід


не значення виразу:
 а) 2x + 1; б) 5х – 2; в) 3х – 5?

Розв’яжіть нерівність (144—147).

144. а) ;3
7

5 ≤x
б) ;5

4

3 <− x
    в) ;0

11

5x> г) ;3
5

2 −>x

ґ) ;1
2

≤− x
д) ;2

4

13 ≤−x
e) ;3

7

52 >+x
    є) .

5

37
x

x ≥−

145. а) ;2
5

3 >x
б) ;4

7

4 <x
в) ;4

3

2 −<x
г) ;0

5

17x≥

ґ) ;3
2

16 >+x
д) ;0

5

114 ≤−x
e) .12)4(

5

3 >−x

146. а) (х + 2)2 > 5x + х2; б) (х + 3)2 – 2x ≥ 5x + х2;
в) 4 – (х – 2)2 > x – х2; г) (7 – х)2 – х2 ≤ x – 11.

147. а) (х – 3)2 ≤ x2 – х; б) (х – 2)2 + 7x < х2 – 3x;
в) 1 – (х + 2)2 < 5 – х2; г) (х – 5)2 – 7 > х2 + 8.

148. Напишіть три різні нерівності, мно


жини розв’язків яких відповідали

б проміжку, зображеному на ма

люнку 16.

149. Яке найбільше натуральне значення п задовольняє не

рівність:
а) 18 – 3(п – 15) > 11n;
б) 0,3(n – 2) < 1,2 – 0,5(п + 2)?

150. Яке найменше ціле значення т задовольняє нерівність:
а) 3т + 8(2т – 1) > 5m + 35;
б) m2 + 4m ≤ (m + 2)2?

151. Для яких значень х значення функції 7
3

2 −= xy :

а) додатні; б) невід’ємні;

Мал. 16
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в) більші від 5;      г) не менші від 
3

1− ?

152. Для яких значень х значення функції у = 5,2 – 2,5х:
а) від’ємні; б) додатні; в) не більші від 7,7?

153. При яких значеннях змінної х має зміст вираз:

а) ;63 −x б) ;4 x− в) ;)2( x−−

г) ;3,05,0 x− ґ) ;)3(51 +− x д) ?2 xx −+

Розв’яжіть нерівність (154—161).

154. а) 3(х + 4) + 2(3х – 2) > 5x – 3(2x + 4);
б) 2х – 6 – 5(2 – х) ≤ 12 – 5(1 – х);
в) х + 2 < 5(2х + 8) + 13(4 – х) – 3(х – 2).

155. а) y + 7 > 4(2 – y) – 12(4 – 2y) + 17(y – 1);
б) 0,2(х – 2) – 0,3(3 – х) ≥ 0,4(2х – 1) – 0,5(х – 1);
в) 2,5(2 – z) – 3,5(z – 1) ≤ 2,5(z + 2) – 1,5(2 – z).

156. а) ;6
42

>+ xx
б) ;2

32

3 >− xx
в) ;15

2
≥+ x

x

г) ;0
2

3

3

2 >− −+ xx
ґ) .2

5

2

4

3 ≥− +− yy

157. а) ;14)26(5
2

3

2

)3(7 −− <+−+ xx
x

б) 3(2х – 4) + 5(х – 2) – 3 ≤ ).2(
2

9 −x

158. а) ;6
5

412

3

27

2

)2(3 ccc +−+ −<−

 б) .
7

49

5

123

14

1027

10

185 zzzz −−−− −>−

159. а) (х – 2)(х – 3) > х2; б) (х + 5)(х – 7) < х2;
в) (2х – 1)(3х + 5) ≤ 6х2; г) (3х – 2)(3 + 2х) ≥ 6х2;
ґ) (3х – 1)2 ≤ 9х(х – 2); д) (3х – 2)2 ≥ (3х + 2)2.

160. а) (z – 2)2 < (z – 3)(z + 5); б) (у + 3)2 ≥ у (у – 5);

в) ;2
2

2
11

xx
xx

+>⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + г) .2

2

2
11

xx
xx

+>⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −
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161. а) ;23
12

1 >−
−

x б) ;12
212

1 −>−
+

x

в) ;0
323

32 >
−+

−x
г) .0

23

22 <
+

−
x

162. На малюнку 17 зображе


но графіки функцій xy =  і

2
4

x
y −= . Дивлячись на них,

укажіть множину розв’яз


ків нерівності 
2

4
x

x −< .

163. Розв’яжіть графічно нерівність:

а) ;
8

x
x > б) ;2xx ≥ в) .2−< xx

164. Напишіть нерівність зі змінною х:
а) яка не має жодного розв’язку;
б) яку задовольняє кожне дійсне число;
в) яку задовольняє тільки одне число 5;
г) яку задовольняють усі числа з проміжку (–2; 3).

165. Туристи мають повернутися на базу не пізніше, ніж
через 3 год. На яку відстань вони можуть відплисти
за течією річки на моторному човні, якщо його влас

на швидкість 18 км/год, а швидкість течії —
4 км/год?

166*. Розв’яжіть нерівність:
а) (2х – 3)(5х + 2) – (3x – 1)(4x + 2) > 2 (1 – х)(1 + x) – x;

б) (3х – 2)(3х + 2) – (2x – 3)2 ≤ 5х (x + 7) + 10;

в) (4х + 1)(3х – 5) + (2x + 3)(5x – 4) < 2x2 + 5 (2x – 1)2;

г) (3х + 1)2 – (2х – 3)(3 – 2х) ≥ (2х + 1)2 + (3х – 7)(3x + 7).
167. Розв’яжіть подвійну нерівність:

а) –3 ≤ 5х – 1 ≤ 4; б) 1 < 3x + 4 < 7;
в) –5 ≤ 3 – 2x < 1; г) –8 < 7 – 5x < –3;

Мал. 17
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ґ) 0,7 < 3x + 1 < 1,3; д) –3,4 ≤ 5 – 2x ≤ 1,8;

e) 
5

3

3

14

5

2 <<− −x
; є) 

3

1

5

5,02

3

2 ≤<− − x
.

168. Розв’яжіть подвійну нерівність і вкажіть її найбільший
цілий розв’язок:
а) 2 < 3х – 5 < 7; б) –3 ≤ 4 – 2x ≤ 3;
в) –2 ≤ 1 – 3х ≤ 4; г) –0,3 < 2,7 + 0,1x < l,7.

Розв’яжіть нерівність (169—170).
169*. а) |x| < 5; б) |x – 3| ≤ 7; в) |2x – 3| < 1.
170*. а) |3x| ≤ 1; б) |x + 7| < 3; в) |1 – 5х| ≤ 2.

Для кожного значення параметра а розв’яжіть нерівність
(171—172).
171*. а) ах > 5; б) ах ≤ 0; в) (2а – 1) х < 4а2 – 4а + 1.
172*. а) ах > а; б) а2х ≤ 0; в) а2 + а – 12 ≤ (9 – а2) х.

173. Виконайте дії:
а) 8 ⋅ 105 + 4 ⋅ 105; б) 5 ⋅ 10–8 – 8 ⋅ 10–7;
в) (4,2 ⋅ 109)2; г) (3,7 ⋅ 105) ⋅ 2,4 ⋅ 108;
ґ) (3,6 ⋅ 106) : (2,4 ⋅ 103).

174. Побудуйте графік рівняння;
а) ху + 6 = 0; б) у2 – х = 0.

175. Раніше 3 кг м’яса коштували стільки, скільки тепер кош

тують 2 кг. На скільки відсотків подорожчало м’ясо?

§5. ЧИСЛОВІ ПРОМІЖКИ

Множиною розв’язків нерівності найчастіше буває числовий
проміжок. Поняття числового проміжку часто використовують
і в інших розділах математики. Тому бажано розрізняти різні
види числових проміжків і навчитися знаходити їх перерізи та
об’єднання.

Перерізом двох числових проміжків називають їх
спільну частину.
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Наприклад, перерізом проміжків (–∞; 4) і (–3; ∞) є
проміжок (–3; 4).

Переріз двох множин позначають знаком .�  Тому
пишуть:

(–∞; 4) �  (–3; ∞) = (–3; 4).

Наочно цю рівність ілюструє малюнок 18.
Інші приклади. Малюнкам 19—21 відповідають рівності:

(–3; 5) �  (–2; 4) = (–2; 4);

[–3; 5) �  (–4; –3] = {–3};

(–3; 5) �  (–5; –4) = ∅.

Мал. 22

Мал. 18 Мал. 19

Мал. 20 Мал. 21

–3 0 4

Друга рівність стверджує, що числові проміжки [–3; 5) і
(–4; –3] мають тільки одне спільне число –3.

Знаком ∅ позначають порожню множину. Остання
рівність стверджує, що числові проміжки (–3; 5) і (–5; –4) не
мають спільних чисел.

Об’єднанням двох числових проміжків називають мно�
жину чисел, яка містить кожне число кожного про�
міжку і тільки такі числа.

Об’єднання двох множин позначають знаком � . Тому пишуть:

(2; 4) �  (3; 5) = (2; 5).

Наочно цю рівність ілюструє малюнок 22.
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Малюнкам 23—25 відповідають рівності:
(–3; 5) �  (–2; 4) = (–3; 5);

[–3; 5) �  (–4; –3] = (–4; 5);
(–∞; 4) �  (–3; 0) = (–∞; 4).

Об’єднання проміжків (–3; 5) і (–5; –4) складається з двох
роз’єднаних проміжків (мал. 26); його позначають так:

(–3; 5) �  (–5; –4).

Іноді доводиться розглядати об’єднання трьох чи більшої
кількості числових проміжків.

Перерізом трьох числових проміжків є множина чисел,
яка містить числа, спільні для усіх трьох даних проміжків і
тільки їх. Наприклад,

(–4; 5) �  (–∞; 6) �  [–3; 7) = [–3; 5);
(–4; 5) �  (–∞; 6) �  [–3; 7) = (–∞; 7).

Цим рівностям відповідає малюнок 27, а і б.

Мал. 23 Мал. 24

Мал. 25 Мал. 26

Мал. 27

а б

Оскільки існує багато видів числових проміжків, то їх
бажано відповідно називати. Традиційно додержуються
таких назв. Якщо а і b — довільні дійсні числа, то:

(– ∞; а), (b; ∞) — нескінченні числові проміжки;
(a; b) — відкритий проміжок, або інтервал;
[а; b] — закритий проміжок, або відрізок;
[а; b) — проміжок, відкритий справа;
(а; b] — проміжок, відкритий зліва.
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На малюнку 28 зображено види проміжків та символи,
якими їх позначають.

Числові проміжки — окремі види множин. Окрім них, роз

глядають множини, елементами яких є довільні об’єкти: люди,
тварини, рослини, пори року, дні тижня, геометричні фігури,
рівняння, функції тощо. Поняття «переріз» чи «об’єднання»
можна застосовувати до будь
яких множин (мал. 29).

Мал. 28

Мал. 29
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Наприклад, перерізом обсягів понять прямокутники і
ромби є множина квадратів (мал. 30). Об’єднанням множи

ни раціональних і ірраціональних чисел є множина дійсних
чисел (мал. 31).

Мал. 30

Мал. 31

Перерізи та об’єднання множин зручно ілюструвати діаг

рамами Ейлера (мал. 30 і 31).

Іноді виникає потреба знайти об’єднання розв’язків двох або
більше нерівностей. У таких випадках говорять про сукупність

нерівностей. Її записують за допомогою квадратної дужки:

⎢⎣
⎡

<−
>

,31
,172

x
x

  або  ⎢⎣
⎡

<
>

.4
,5,8

x
x

Розв’язком сукупності нерівностей називається значення змінної,
яке задовольняє хоча б одну з даних нерівностей. Розв’язати су#
купність нерівностей — означає знайти всі її розв’язки або показати,
що їх не існує. Множиною розв’язків даної сукупності нерівностей є

проміжок (–∞; 4) �  (8,5; ∞).

Сукупності використовують для розв’язування деяких видів рівнянь
і нерівностей, зокрема нерівностей з модулем.

Будь#яку нерівність виду |М| > а, де М — деякий вираз, можна
записати у вигляді сукупності:

⎢⎣
⎡

−<
>

.
,
aM

aM
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1. Що таке переріз двох числових проміжків?

2. Яким символом позначають переріз двох множин?

3. Що таке об’єднання двох числових проміжків? Яким
символом його позначають?

4. Наведіть приклад інтервалу, відрізка.

5. Наведіть приклади нескінченних числових проміжків.

1. Знайдіть переріз і об’єднання числових проміжків
 (–6; 8) і (5; ∞).

✔ Р о з в ’ я з а н н я. Зобразимо дані проміжки геометрич

но (мал. 32). Їх спільні числа складають проміжок (5; 8).

Отже, (– 6; 8) �  (5; ∞) = (5; 8).

Об’єднання даних числових проміжків:

(– 6; 8) �  (5; ∞) = (–6; ∞).

2. Розв’яжіть нерівність |5х – 3| ≥ 2.
✔ Р о з в ’ я з а н н я. а) Нерівність |5х – 3| ≥ 2 рівносильна

сукупності нерівностей ⎢⎣
⎡

−≤−
≥−

,235
,235

x
x

 або ⎢⎣
⎡

≤
≥

,15
,55

x
x

 звідси ⎢⎣
⎡

≤
≥

.2,0
,1

x
x

На малюнку 33 зображено множину чисел, що відповідає
цій сукупності і задовольняє задану нерівність.

Мал. 32 Мал. 33
В і д п о в і д ь. (– ∞; 0,2] �  [1; ∞).

176. Знайдіть об’єднання числових проміжків:
а) (0; 1) і (0; 2); б) (0; 1) і (0,5; 1);
в) (1; 2] і [2; 5); г) (– ∞; 0) і [0; 3).

177. Знайдіть переріз числових проміжків, указаних у попе

редньому завданні.
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178. Які натуральні числа містяться в числовому проміжку
(1; 8)? А в проміжку [1; 8]?

179. Які цілі числа містяться в проміжку:
а) [–3; 4];        б) (–3; 4);        в) (–3; 4];        г) [–3; 4)?

180. Чи при всіх значеннях а і b числовий проміжок [а; b]
містить у собі проміжок (а; b)?

181. Чому дорівнює переріз проміжків [а; b] і (а; b)? А їх
об’єднання?

182. Зобразіть на координатній прямій числовий проміжок:
а) (2; ∞);        б) (–∞; 0);         в) [–3; ∞);        г) (–∞; –4].

183. Запишіть символами числові проміжки, що відповіда

ють проміжкам, зображеним на малюнку 34.

а

Мал. 34

б

в г

184. Зобразіть у вигляді проміжків і на координатній прямій
множини чисел, що задовольняють нерівність:
а) х < 3;          б) x ≥ –2;        в) х ≤ 0;             г) х > 7.

185. Яка лінійна нерівність має множину розв’язків:
а) (3; ∞);        б) (–2; ∞);        в) (–∞; 7];        г) [–3; ∞)?

186. Яка лінійна нерівність має множину розв’язків, зобра

жену на малюнку 34?

187. Зобразіть символами і графічно множину дійсних чи

сел, які задовольняють подвійну нерівність:
а) –3 < х < 2; б) 0 < х < 4; в) –5 < х < 0.

188. Знайдіть об’єднання і переріз числових проміжків:
а) [2; 3] і [3; 5]; б) [–5; 0] і [–3; 0];
в) [–5; 7] і [–7; 5); г) (–2; –1) і [–3; –1];
ґ) (1; 2) і (–2; 1); д) (–∞; 2) і [–2; ∞).
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189. Перемалюйте таблицю в зошит і занесіть у неї об’єднан

ня та перерізи зазначених числових проміжків.

Проміжки Об’єднання Переріз№
1

2

3

4

5

(0; 3) і (0; 5)

(– 2; 0) і (– 3; 0)

(– ∞; 1) і (0; 2)

(– 2; ∞) і (0; ∞)

(– ∞; 1) і (0; ∞)

190. Порівняйте числа а і с, якщо:

a) (– ∞; a) �  (c; ∞) = R; б) (а; х) �  (х; с)= ∅;

в) (у; а) �  (с; y) = ∅; г) (а; ∞) �  (– ∞; с) = R.

Розв’яжіть нерівність і запишіть відповідь у вигляді проміж

ку (191—192).
191. а) 5х – 3 > 12; б) 3х + 5 ≥ 11; в) 0,5x + 2,6 > 3;

г) 1 + 2х < 7; ґ) 5 – 3х < 2; д) –1,3x – 9 ≤ 4.
192. а) 3х ≤ 1 – 2x; б) –7х < 3x + 5; в) 5x > x – 2;

г) –2х > 9 – 5x; ґ) 2х ≤ 7x + 3; д) 1,1x ≥ x – 5.
Зобразіть на координатній прямій множину розв’язків не

рівності (193—195).
193. а) 0,5х – 4(x – 3) > 3x; б) 6х < 0,2х – 2(х + 3);

в) 0 < у – 0,3(2 – у); г) 4 ≥ 5z – 0,2(1 – z).
194. а) 0,3 ≤ 1,2 + 0,5(x – 2); б) 0 < 4,5 + 0,7(2у – 3);

в) 2,7(x + 3) < 7,2(х – 3); г) 3,4(2x + 3) < 6 (х + 2).

195. а) ;
2

1

4

3

4

3

2

1 +<+ xx б) ;
5

2

4

3

4

3

5

2 −− > yy

в) ;4,0)3(
5

2 >−− xx г) ).3(2,02
2

1 +<− yy

196. За якої умови:

а) (a; b) �  (m; n) = (a; b); б) (a; b) �  (m; n) = (a; b)?

197. Порівняйте числа х і a, у і с, якщо:

а) (а; с) �  (х; у) = (а; с); б) (а; с) �  (х; у) = (х; у);

в) (а; с) �  (х; y) = (а; с); г) (a; c) �  (х; у) = (а; у).
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198. Запишіть у вигляді подвійної нерівності співвідношен

ня між числами а, х і у, якщо:

а) (a; ∞) �  (х; у) = (а; у); б) (а; ∞) �  (х; y) = (а; ∞);

в) (–∞; а) �  (х; у) = (–∞; y); г) (– ∞; а) �  (х; y) = (–∞; а).

199. Які дроби із знаменником 2 містяться в проміжку:
а) (1; 6);   б) (2; 3); в) [–5; 0]; г) [–2; 3]?

200. Домовимось довжиною числового проміжка [а; b] нази

вати різницю b – а. У скільки разів довжина першого
проміжку більша за довжину другого:
а) [0; 10] і [0; 5]; б) [1; 15] і [1; 3];
в) [–6; 10] і [–3; 5]; г) [na; nb] і [а; b]?

201. При яких значеннях х значення виразу 3х + 2 належить
проміжку:
а) [–1; 5];        б) (1; 17); в) [0; 3); г) (–7; –1]?

202. При яких значеннях х значення виразу 1,3 – 0,3x нале

жить проміжку:
а) (–0,2; 2,5);   б) [1; 4); в) (–2,6; 0,2]; г) [–2; 0,1]?

Розв’яжіть нерівність і запишіть розв’язок у вигляді про

міжку (203—204).
203. a) 5(х + 2) + 2(х – 3) < 3(х – 1) + 4(х + 3);

б) 3(2х – 1) + 3(х – 1) ≥ 5(х + 2) + 2(2х + 3);
в) 2(х – 3) + 5(х – 2) > 3(2 – x) – 2(3 – х);
г) 9(х – 2) – 2(3х – 2) ≤ 5(х – 2) – 2(х + 5).

204. a) 
3

1

6

4

3

32

2

2 +−−− −<− xxxx
;

б) 
4

25

3

11

4

71

2

2 xxxx +++− ≥−+ ;

в) 
6

34

4

35

3

1

2

23 +−−− −>− xxxx
;

г) 
10

32

5

34

5

711

3

56 +++− −<− xxxx
.

205. Прийнявши площу одного квадра

та за 1, з’ясуйте, до якого числово

го проміжку належить площа фігу

ри, зображеної на малюнку 35:
[1; 2), [2; 3), [3; 4) чи [4; 5)? Мал. 35
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Знайдіть об’єднання і переріз множин, що є розв’язками не

рівностей (206—207).

206. a) 0
2

1

4

15 <+ +− xx
 і ;4

10

12

5

3 ≥− −− xx

б) 0
3

2

2

3 ≥+ −+ xx
 і .2

2

1

7

34 <+ ++ xx

207. a) 03
4

12
>

−− x
x  і ;2

4

3

2

1 ≥− ++ xx

б) 0
3

3

15

3 >− −− xx
 і .1

3

15

4

23 >− +− xx

208. На малюнку 36 зображено
фігуру, складену з п кубиків,
поставлених на квадрат 4×4.
До якого з проміжків —
(57; 67), (50; 69) чи [55; 65]
входить число n?

Розв’яжіть нерівність (209—210).

209*. а) |х| > 1; б) |х + 2| > 5; в) |3х + 1| > 5;

г) |5х| > 2; ґ) |х – 1| > 3; д) |5 – 2х| > 3.

210. а) |x + 5| > –3; б) |1 – 3х| < –1; в) |2х – 1| > 0;

г) |х – 1| ≤ 0; ґ) |5x + 3| ≥ 0; д) |8 – 4х| < 0.

211. Знайдіть значення добутку:

а) ;40185 ⋅⋅ б) ;50486 ⋅⋅

в) ;1827742 ⋅⋅⋅ г) .4567215 ⋅⋅⋅

Мал. 36
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212. Знайдіть корені рівняння:

а) ;05 =x б) ;410 =x в) ;0486 =−x

г) ;0203 =+x ґ) ;1194 =+x д) .1227 =− x
213. Задача aл�Кархі. Знайдіть площу прямокутника, ос


нова якого вдвічі більша за висоту, а площа чисельно
дорівнює периметру.

214. Учні класу обмінялись святковими листівками один з
одним. Скільки учнів у класі, якщо для цього потрібно
812 листівок?

§6. СИСТЕМИ НЕРІВНОСТЕЙ
З ОДНІЄЮ ЗМІННОЮ

Іноді виникає потреба визначити спільні розв’язки кіль

кох нерівностей. Знайдемо, наприклад, спільні розв’язки
двох нерівностей

2х – 3 < 5 і 2 – 3х < 11.
Тобто знайдемо такі значення х, які задовольняють як пер


шу, так і другу нерівність. У таких випадках говорять про
систему нерівностей.

Систему нерівностей, як і систему рівнянь, записують за до

помогою фігурної дужки:

⎩⎨
⎧

<−
<−

.1132
,532

x
x

Розв’язком системи нерівностей з однією змінною на�
зивають значення змінної, яке задовольняє кожну з
нерівностей даної системи.

Розв’язати систему нерівностей означає знайти всі її
розв’язки або показати, що їх немає.

Розв’яжемо наведену вище систему, поступово замінюючи
кожну її нерівність простішою і рівносильною їй:

⎩⎨
⎧

<−
<−

;1132
,532

x
x

            
⎩
⎨
⎧

<−
<

;93
,82

x
x

            ⎩⎨
⎧

−>
<

.3
,4

x
x
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Множиною розв’язків системи нерівностей буде переріз
множин розв’язків нерівностей, що входять до неї. Знайдемо
переріз за допомогою координатної прямої.

Першу нерівність задовольняють усі числа, менші від 4, а
другу — всі числа, більші від –3 (мал. 37).

Мал. 37

Обидві нерівності системи задовольняють такі значення х,
що –3 < х < 4. Ця множина значень х  — проміжок (–3; 4).
Числа –3 і 4 цьому проміжку не належать.

Розв’яжемо ще дві системи нерівностей:

а) 
⎩
⎨
⎧

<−
>−

;82
,1413

x
x

б) 
⎩
⎨
⎧

−<−
+>−

.2615
,312
xx

xx

✔ Р о з в ’ я з а н н я.

а) ⎩⎨
⎧

<−
>−

;82
,1413

x
x

⎩
⎨
⎧

<−
>

;6
,153

x
x

⎩
⎨
⎧

−>
>

.6
,5

x
x

Обидві нерівності задовольняють значення х, більші від 5
(мал. 38).

б) ⎩⎨
⎧

−<
+>

;275
,42
xx

xx

⎩
⎨
⎧

<
>

;77
,4

x
x

⎩
⎨
⎧

<
>

.1
,4

x
x

Немає числа, яке було б водночас меншим від 1 і більшим
від 4 (мал. 39).

В і д п о в і д ь. а) (5; ∞); б) розв’язків немає.
До розв’язування систем зводиться розв’язування і таких,

наприклад, нерівностей:

Мал. 38

Мал. 39
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а) (x – 2) (x + 5) < 0; б) .0
5

2 <
+
−

x

x

✔ Р о з в ’ я з а н н я. а) Добуток двох чисел від’ємний, якщо
одне з цих чисел від’ємне, а інше — додатне. Отже, розв’язу

вання даної нерівності зводиться до розв’язування двох си

стем нерівностей:

⎩
⎨
⎧

<+
>−

05
,02

x
x

 і 
⎩
⎨
⎧

>+
<−

.05
,02

x
x

Перша з цих систем розв’язків не має, множина розв’язків
другої системи — числовий проміжок (–5; 2).

б) Значення дробу від’ємне, якщо один з його членів
від’ємний, а другий — додатний. Тому розв’язування не

рівності б) таке саме, як і розв’язування нерівності а), і
відповідь така сама.

В і д п о в і д ь. а) (–5; 2);  б) (–5; 2).

Розв’яжемо нерівності:
а) |2x – 3| ≤ 5; б) |x – 1| > 2x – 5.

а) Нерівність |2x – 3| ≤ 5 і подвійна нерівність –5 ≤ 2x – 3 ≤ 5
рівносильні системі нерівностей:

⎩⎨
⎧

−≥−
≤−

,532
,532

x
x

    або    
⎩
⎨
⎧

−≥
≤

.22
,82

x
x

Її множина розв’язків [–1; 4].
б) Нерівність |x – 1| > 2x – 5  рівносильна сукупності нерівностей:

⎢⎣
⎡

−−<−
−>−

);52(1
,521

xx
xx

⎢⎣
⎡

−<−
−>−

;251
,521

xx
xx

 ⎢⎣
⎡

<
<

;63
,4

x
x

⎢⎣
⎡

<
<

.2
,4

x
x

Дану нерівність задовольняють усі числа з проміжків (–∞; 4) і (–∞; 2).
Їх об’єднання (–∞; 4).

В і д п о в і д ь. а) [–1; 4]; б) (–∞; 4).

1. Наведіть приклад системи нерівностей.
2. Що таке розв’язок системи нерівностей з однією

змінною?
3. Що означає «розв’язати систему нерівностей»?
4. Як знайти розв’язок системи, якщо відомі розв’язки

кожної нерівності, що входять до неї?
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1. Розв’яжіть систему нерівностей:

⎩
⎨
⎧

+−≤+
−≥⋅−

).1)(1(2
,533)2(

2

22

zzzz
zz

✔ Р о з в ’ я з а н н я. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≤+
−≥−

;12
,5363

22

22

zzz
zz

⎩⎨
⎧

−≤
−≥−

.5,0
,56

z
Перша нерівність неправильна, тому система не має роз


в’язків.
В і д п о в і д ь. Система розв’язків не має.
2. Користуючись координатною прямою, розв’яжіть

нерівність: |x – 2| + |x + 1| > 7.
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Вираз |x – 2| — відстань між точками з

координатами х і 2, а |x + 1| — відстань між точками з координа

тами х і –1.

З малюнка 40 видно, що координата х має бути більшою
за 4 або меншою за –3.

В і д п о в і д ь. (–∞; –3) �  (4; ∞).

215. Чи має розв’язки система нерівностей:

а) 
⎩
⎨
⎧

<
>

;2
,3

x
x б) 

⎩
⎨
⎧

<
>

;5
,0

x
x в) 

⎩
⎨
⎧

<
−>

;2
,3

x
x г) 

⎩⎨
⎧

≤
≤

?2
,3

x
x

216. Чи задовольняє систему нерівностей 
⎩
⎨
⎧

<
≥

63
,02

x
x  число:

а) 2; б) 3; в) 0; г) 6?
217. Яка з нерівностей:

 а) |х| < 3;    б) |х| – 1 < 0,5;    в) |х| > 5;    г) 7 – |х| < 0
рівносильна системі відповідних нерівностей? А яка —
сукупності?

Мал. 40
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218. Чи є число 2 розв’язком системи нерівностей:

а) 
⎩
⎨
⎧

>+
<−

;924
,53

x
x б) 

⎩
⎨
⎧

−<
+≥

;5812
,23

x
xx в) 

⎩
⎨
⎧

>−
−≥

?413
,325,0

x
xx

219. Які з чисел – 1, 0, 1, 2, 3 задовольняють систему нерівно

стей:

а) 
⎩
⎨
⎧

>+
≥−

;07
,03

x
x б) 

⎩
⎨
⎧

<−
>+

?01
,532

x
x

220. Розв’яжіть систему нерівностей і вкажіть два цілі чис

ла, які її задовольняють:

а) 
⎩
⎨
⎧

≥+
≥+

;063
,072

x
x б) 

⎩
⎨
⎧

<+
<−

;093
,052

x
x в) 

⎩
⎨
⎧

>+
<+

.052
,013

x
x

Розв’яжіть систему нерівностей (221—224).

221. а) 
⎩
⎨
⎧

<−
>+

;34
,32

xx
xx б) 

⎩
⎨
⎧

−<+
<−

;813
,752

x
x в) 

⎩
⎨
⎧

+>
+≤

.630
,848

x
x

222. а) 
⎩
⎨
⎧

<−
<−

;23
,215

yy
yy б) 

⎩
⎨
⎧

≥−
−≥−
;43

,234
y

yy в) 
⎩
⎨
⎧

<−
≤−

.542
,375

y
yy

223. а) 
⎩
⎨
⎧

>−
<−

;323,0
,25,0
zz

zz б) 
⎩
⎨
⎧

≥+
≥−

;918,0
,538,0

x
x в) 

⎩
⎨
⎧

<+
<−

.165,11
,5,11

x
xx

224. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−
>−

;71

,1
32

x

xx
б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
<+

;3,0

,416

52

zz
zz

в) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
< −−

.032

,
3

2

2

1

x

xx

225. Укажіть декілька таких значень а, щоб кожна з систем не

рівностей а), б), в): 1) мала розв’язок; 2) не мала розв’язків:

а) 
⎩
⎨
⎧

<
>

;3
,

x
ax      б) 

⎩
⎨
⎧

−<
<

;3
,

x
ax в) 

⎩
⎨
⎧

≥−
≥

.2
,

x
ax

Розв’яжіть систему нерівностей (226—228).

226. а) 
⎩
⎨
⎧

+>−
−<−

;4578
,129315

xx
xx б) 

⎩
⎨
⎧

+>−
−<−

;4667
,15812

zz
zz
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в) 
⎩
⎨
⎧

−>+
+≤−

);5(343
,75)3(2

xx
xx г) 

⎩
⎨
⎧

−<+
−≥+

.87)3(3
,42)2(5

xx
xx

227. а) 
⎩
⎨
⎧

>−−
<−−

;0)4(35
,0)1(23

x
x б) 

⎩
⎨
⎧

≥−−
<−−

;4)3(5
,3)12(4

x
x

в) 
⎩
⎨
⎧

−+≥
+−≤

);4(35
),1(32

xx
xx г) 

⎩
⎨
⎧

−−<
−>+

).38(235
),12(3)1(8

xx
xx

228. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−
>−−

;6

,4)2(2,02

82

xx
xx

б) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−
≥− −

;4817

,4
3

1

x

x
x

в) 
⎩
⎨
⎧

−≤−
−≤+

;52,02,05
,35,235,0

xx
xx г) 

⎩
⎨
⎧

−≥−
−≥+

.53,03,17
,25,324,0

zz
zz

229. Знайдіть цілі розв’язки системи нерівностей:

а) 
⎩
⎨
⎧

−−<−
−<+

);134(2748
),53(432

nn
nn б) 

⎩
⎨
⎧

−−≥−
−+>+

).2(3)3(
),2)(2()1(

2 nnn
nnnn

230. Розв’яжіть подвійну нерівність:
а) –2 < 3х – 4 < 5; б) 3 < 2 – х < 5;
в) 0,4 ≤ 2х + 1 ≤ 0,6; г) 0,7 ≤ 3 – 2х ≤ 1,2;

ґ) ;1)6(1
3

1 <−≤− z д) .5,1)31(5,2
2

1 ≤−<− y

Розв’яжіть систему нерівностей (231—234).

231. а) 
⎩
⎨
⎧

−>+
+<−

;)2(2
,)3(3
22

22

ccc
cc б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+<+
−−>+−

;7)7()7(
),1)(2()3(5

2

2

xxx
xxx

в) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≤+
≥⋅−

;)1(2
,33)2(

2

22

zzzz
zz г) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+≥−+
+−≥+−

.1)2()1)(3(
),1)(1(3)1(

2

2

xxx
xxxx

232. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−>−
+>+

;4)1(
,4)1(

22

22

xx
xx

б) 
⎩
⎨
⎧

−+<+−
−+<++

);2)(1()2)(1(
,)3(5)3(7 22

xxxx
xxx
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в) 
⎩
⎨
⎧

−≥−
+≥−

;8)2(
,7)1(

22

22

xx
xx г) 

⎩
⎨
⎧

−+>+−
−−≤+−

).7)(7()3)(3(
,)1(5)1(3 22

xxxx
xxx

233. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−>

≥−
−−

−+

;2

,

4

211

2

219
35

1

9

152

yy

yyy

y
        б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>+

+<−
++

;3

,3314

2

8

5

123
3

1

3

2

xx

xx

в) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+>+

+<−
−++

−−+

.
2

4

2

13

5

37
6

8

8

13

3

34

4

,1

xxx

xxx

234. а) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−

<+
+−

+

;

,25,0

6

8

4

31
12

314

cc

c

c

c
б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−<−

<+
+

;26

,

3

16
3

5

23

a
a

aa

в) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−≤++−

−≤− −−

.1)23(28)1(3

,2

2
6

11

3

12

xxxx

x
xx

235. При яких значеннях змінної х має зміст вираз:

а) 35 −+− xx ; б) 2312 +−− xx ;

в) 
3

1
3

−
++

x
x ; г) ?

23

5

5

32

+
+ +

x

x

236. При яких значеннях х значення виразу 4х – 1,5 нале

жить проміжку:
а) (1; 2); б) [–2; 0]; в) (– ∞; 0); г) [3; 7)?

237. При яких с значення виразу 
4

32 c−
 належить проміжку:

а) (–∞; 0); б) [0; ∞); в) (–1; 1); г) [1; 8]?

Розв’яжіть нерівність (238—241).

238. а) (x + 2) (х – 7) < 0; б) (х – 3) (2х – 5) > 0;
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в) (3 – 2z) (1 + z) ≥ 0; г) (2у + 8) (7 – 4у) ≤ 0;

ґ) 0,5x (x + 3) < 0; д) (x2 + 1) (5 – x) ≤ 0.

239. а) (2x + 1) (10х – 7) ≥ 0; б) (5 – 2х) (1 – 3х) ≤ 0;
в) (x2 + 5) (x + 5) > 0; г) x3 + 2x2 + x < 0;

ґ) 5x2 – 3x – 2 ≤ 0; д) x3 + 3x2 > 0.

240. а) ;0
7

3 >
−
+

x

x
б) ;0

72

25 ≥
−

−
x

x
в) ;0

12

3 <
−

−
x

x

г) ;0
32

)3( 2

<
−

+
x

xx
ґ) ;0

)1(

53
2

>
+

+

xx

x
д) .0

3

3

≤
−x

x

241. а) ;0
5

13 ≤
+
−

x

x
б) ;0

52

25 >
+
−

x

x
в) ;0

147

3 ≤
−

−
x

x

г) ;2
42

13 <
+
−

x

x
ґ) ;5

4

32 >
−
+
x

x
д) .3

23

4 >
+

−
x

x

242. При яких значеннях п різниця дробів 1

1

+n  і 1

1

−n

більша за їх добуток?

243. При яких значеннях п сума дробів 4

3

−n  і n−3

3
 менша

за їх добуток?
244. Розв’яжіть систему трьох нерівностей:

a) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−
<−
>−

;753
,3734

,512

x
x
x

б) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−<−
−≤−

−≤−

).1(372
),2(412

,8523

xx
xx

xx

245. Розв’яжіть систему подвійних нерівностей:

a) 
⎩
⎨
⎧

<+<
<−<

;5433
,1210

x
x б) 

⎩
⎨
⎧

<−<−
<−<

.1233
,3351

x
x

246. Розв’яжіть нерівність:
а) х2 ≤ 25; б) х2 > 16; в) х2 < 2.

247. Чи правильно, якщо число а додатне, то нерівність:
а) х2 < а2 рівносильна нерівності |х| < а;
б) х2 > а2 рівносильна нерівності |х| > а?
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248. Розв’яжіть нерівність двома способами:
а) |х – 1| < 2; б) (х – 1)2 < 4; в) (2х + 1)2 < 9;
г) |х – 8| >1; ґ) (x – 2)2 ≥ 25; д) (5х – 3)2 > 49.

Розв’яжіть нерівність (249—251).
249*. a) |2х + 3| < 5; б) |x – 3| + |x + 1| ≤ 7;

в) |3x – 1| ≥ 2; г) |х – 2| + |x + 1| ≥ 3.
250*. a) |5 – х| > 0,5; б) |x – 1| + |1 – x| > 1;

в) |4x – 3| < x; г) |х – 7| > |x – 1|.

251*. a) ;02)3( <−− xx б) ;023)12( >−− xx

в) ;03)25( 2 ≥+− xx г) .013:)54( ≤−− xx

252. Розкладіть на множники квадратний тричлен:
a) x2 – 10x + 21; б) a2 + 2a – 15; в) 2х2 + 5х – 3;
г) с2 – 11с – 26; ґ) 9а2 + 3а – 2; д) 4с2 + 25с + 25.

253. Доведіть, що значення виразу 1710 + 3 ⋅ 710 – 3 ⋅ 79 + 179

ділиться націло на 36.

254. Запишіть у стандартному вигляді число:
а) 47 000 000; б) 308 000 000; в) 0,000000039;
г) 0,00000407; ґ) 803 ⋅ 109; д) 0,067 ⋅ 107;
e) 3,7 ⋅ 1005; є) 0,42 ⋅ 10–7; ж) 20005.

255. Побудуйте графік рівняння:
а) 2х + 3у = 6; б) ху = 12;
в) х2 + у2 = 4; г) у2 – х2 = 0.

§7. ДОВЕДЕННЯ НЕРІВНОСТЕЙ

Іноді виникає потреба довести, що дана нерівність зі
змінними правильна при всіх указаних значеннях змінних.
Це можна робити на основі означення понять «більше» і
«менше»:

a > b, якщо різниця a – b — число додатне.
Приклад 1. Доведіть, що при кожному дійсному значенні а

а2 + 2 > 2а.
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Д о в е д е н н я. а2 + 2 – 2а = а2 – 2а + 1 + 1 = (а – 1)2 + 1. При
кожному дійсному значенні а значення виразу (а – 1)2

невід’ємне, (а – 1)2 + 1 — додатне. Отже, завжди а2 + 2 > 2а.
Приклад 2. Доведіть, що при додатних а і b

.
2

ab
ba ≥+

Д о в е д е н н я. 
2

)(

2

2

2

2baabbaba
ab

−−++ ==− .

Утворений вираз 
2

)( 2ba −
 при будь
яких додатних а і b

невід’ємний. Отже, якщо а > 0 і b > 0, то

ab
ba ≥+

2
.

Рівність тут має місце тільки тоді, коли а = b.

Зауваження. Вираз 
2

ba +
 називають середнім

арифметичним чисел а і b, а вираз ab  — їх середнім

геометричним. Тому доведену нерівність читають так:

середнє арифметичне двох додатних чисел не менше
від їх середнього геометричного.

Приклад 3. Доведіть, що при додатних a, b і с
(а + b) (b + с) (с + а) ≥ 8abc.

Д о в е д е н н я. Оскільки середнє арифметичне двох
додатних чисел не менше від їх середнього геометричного, то

;
2

ab
ba ≥+

          ;
2

bc
cb ≥+

          .
2

ca
ac ≥+

Перемноживши почленно ці нерівності, маємо:

,
222

cabcab
accbba ⋅⋅≥⋅⋅ +++

або
(а + b) (b + с) (с + а) ≥ 8abc.

Довести твердження зі змінними означає показати, що
воно істинне при всіх допустимих значеннях змінних. Спро#
стувати твердження — це означає довести, що воно хибне.
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Спростувати нерівність зі змінними означає показати, що
дана нерівність хибна хоч би при одному значенні змінної.

Приклад. Спростуйте нерівність (п + 1)2 > п2.
С п р о с т у в а н н я. Якщо п = –1, то нерівність матиме

вигляд 02 > 12. Остання нерівність неправильна. Тому не

правильна і дана нерівність.

Приклад, що спростовує яке
небудь твердження, назива

ють контрприкладом.

Крім середнього арифметичного і середнього геометричного
науковці часто розглядають середнє квадратичне двох чи кількох

чисел. Середнім квадратичним кількох чисел називають число, що до#
рівнює квадратному кореневі з середнього арифметичного їх квадратів.
Середнім квадратичним чисел а і b або х, у і z є відповідно:

2

22 ba +
,   .

3

222 zyx ++

Середнє квадратичне двох чисел завжди більше за їх середнє арифме#
тичне. Спробуйте довести, що для будь#яких додатних чисел а і b завжди:

.
22

22 baba
ab

++ ≤≤

Проілюструйте правильність такої подвійної нерівності, викори#
стовуючи малюнок 41.

1. Що означає «довести твердження»? А спростувати?
2. Що означає «довести нерівність»?
3. Сформулюйте означення середнього арифметичного та

середнього геометричного двох чисел.
4. Порівняйте середнє арифметичне і середнє геометрич


не двох додатних чисел.

Мал. 41
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Доведіть, якщо а < b, то .
2

ba
ba << +

 Сформулюйте це твер


дження.

Д о в е д е н н я. Якщо а < b, то 2а < а + b, звідси .
2

ba
a

+<

Якщо a < b, то a + b < 2b, звідси .
2

b
ba <+

Об’єднавши обидва випадки, маємо:

якщо а < b, то .
2

ba
ba << +

Одержану подвійну нерівність можна сформулювати так:
середнє арифметичне двох нерівних  дійсних чисел більше
від меншого із даних чисел і менше від більшого  з них.

256. Знайдіть середнє арифметичне чисел:
а) 1,3 і 2,7; б) 38 і 0;
в) 409 і –409; г) 10, 20 і 30.

257. Знайдіть середнє геометричне чисел:
а) 50 і 8; б) 1000 і 40;
в) 0,2 і 0,8; г) 511 і 5–7.

Доведіть нерівність (258—259).
258. а) (a – 2)2 + 3 > 0; б) (1 – 2a)2 + 1 > 0;

в) (а + 2)2 > 4а.
259. а) а2 + 6а + 10 > 0; б) 9 – 12а + 4а2 ≥ 0;

в) а4 + 1 ≥ 2а2.

Доведіть нерівність (260—263).
260.  a) a2 + 2a + 2 > 0; б) a2 – 2a + 5 > 0;

в) 2a2 + 4a + 5 > 0; г) 2a2 + a + 1 > 0.
261. a) a2 + 3 > 2a; б) a2 + 5 > 4a;

в) 2a2 + 1 > 2a; г) 3a2 + 1 > 2a.
262.  а) (2а – 1) (2а + 1) < 4a2; б) (a – 3)2 > a (a – 6);

в) a2 + 65 > 16a; г) a4 + 82 > 18a2.
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263. а) (а + 1)2 ≥ 4a; б) 99 + 20a < (a + 10)2;

в) ;1
21

2 ≤
+ a

a
г) .

4

42

a
a ≥+

264. Доведіть, що для кожного від’ємного значення х:
а) (х – 1) (x – 2) > 0; б) x2 + 9 > 10х;
в) (х – 3) (3 – х) < 0; г) (2 – х) (х – 3) < 0.

265. Доведіть, що для кожного додатного с:

а) ;2
1 ≥+
c

c б) ;69
1 ≥+
c

c в) .41)1(
1 ≥⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ++

c
c

Доведіть нерівність (266—267).
266. а) a2 – ab + b2 ≥ 0;

б) а2 + b2 + 2 ≥ 2 (а + b).
267. а) а2 + b2 + с2 ≥ аb + ас + bc;

б) а2 + b2 + с2 + 3 ≥ 2 (а + b + с).
268. Доведіть, що сума квадратів двох будь
яких дійсних

чисел не менша від їх подвоєного добутку.
269. Що більше:

а) сума квадратів двох додатних чисел чи квадрат їх
суми;
б) сума квадратів двох від’ємних чисел чи квадрат їх
суми?

270. Доведіть, що півсума квадратів двох дійсних чисел не
менша від квадрата їх півсуми.

271. З усіх прямокутників, що мають рівні площі, наймен

ший периметр має квадрат. Доведіть.

272. З усіх прямокутних трикутників з рівними гіпотенуза

ми найбільшу площу має рівнобедрений трикутник
(мал. 42). Доведіть.

Мал. 42
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273. З усіх прямокутників, вписаних у дане коло, найбільшу
площу має квадрат. Доведіть.

Доведіть для будь
яких дійсних значень змінних нерівність
(274—278).

274. а) а2 + b2 + 1 ≥ аb + а + b; б) (а + b + 1)2 ≤ 3 (а2 + b2 + 1).

275. а) а4 + b4 + 2с2 ≥ 4abc; б) а4 + b4 + с4 + d4 ≥ 4abcd.

276. а) 8а2 + 14ab + 7b2 + 1 > 0; б) 2a2 + 5с2 + 2ас + 1 > 0.

277. а) (ax + by)2 ≤ (а2 + b2) (х2 + у2);

б) .)()( 222222 yxbaybxa +++≤+++
278. а) |a| + |b| ≥ |a + b|;           б) |a| – |b| ≤ |a – b|.
Доведіть істинність числової нерівності (279—281).

279. a) ;22222 <+++ б) .36666 <+++

280. a) ;33232323 <+++ б) .3121212 >−−

281. a) ;1...
10099

1

43

1

32

1

21

1 <++++
⋅⋅⋅⋅

б) .1...
2222 100

1

4

1

3

1

2

1 <++++

282. Розв’яжіть рівняння:

a) ;2
3

4
x

x
−=

+
б) .1

1

5

3

3 −=+
−+ x

x

x

283. Один із коренів рівняння х3 + 2x2 – 9x + a = 0 дорівнює –2.
Знайдіть решту коренів цього рівняння.

284. Руда містить 60 % заліза. З неї виплавляють чавун, який
містить 98 % заліза. Із скількох тонн руди виплавля

ють 1000 т чавуну?

285. Обчисліть f(9), f(99), f(999), якщо f(x) = .
422

462
2

2

−−

+−

xx

xx
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ЗАВДАННЯ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОЇ  РОБОТИ
В а р і а н т  I

1°. Розв’яжіть нерівність 3x – 5 < 13.
2. Розв’яжіть систему нерівностей:

a°) 
⎩
⎨
⎧

≤−
>+

;15
,732

x
x б•) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+<−
≤− −

.18)2(5

,3
2

2

xx

x
x

3•. Розв’яжіть подвійну нерівність –1 ≤ 2х – 3 < 5.

В а р і а н т  II
1°. Розв’яжіть нерівність 4х – 7 < 13.
2. Розв’яжіть систему нерівностей:

a°) 
⎩
⎨
⎧

≥+
<−

;312
,573

x
x б•) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−>−
≥− −

.25)3(7

,2
3

1

xx

x
x

3°. Розв’яжіть подвійну нерівність –3 < 2с + 1 ≤ 7.

В а р і а н т  III
1°. Розв’яжіть нерівність 5х – 4 > 26.
2. Розв’яжіть систему нерівностей:

a°) 
⎩
⎨
⎧

>+
≤−

;532
,1825

x
x б•) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≥−
>− −

.25)4(2

,4
3

2

xx

x
x

3°. Розв’яжіть подвійну нерівність –2 ≤ 3n + 4 < 10.

В а р і а н т  IV
1°. Розв’яжіть нерівність 7х + 3 > 38.
2. Розв’яжіть систему нерівностей:

a°) 
⎩
⎨
⎧

≤+
>−

;2725
,534

x
x

б•) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≥−
<− −

.13)1(5

,3 3
2

4

xx

x
x

3•. Розв’яжіть подвійну нерівність –5 < 2т – 1 ≤ 7.
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Два вирази, сполучені знаком нерівності (<, >, ≤ чи ≥),
утворюють нерівність. Нерівність називають числовою,
якщо обидві її частини — числові вирази.

Властивості числових нерівностей
Якщо: а < b і b < с, то а < с;

а < b і с — довільне число, то а + с < b + с;
а < b і с > 0, то ас < bс;
а < b і с < 0, то ас > bс;
а < b і c < d, то а + с < b + d;
а < b, c < d і а, b, с, d — числа додатні, то ас < bd.

Нерівності виду а < х < b, а ≤ х < b, а < х ≤ b, а ≤ х ≤ b
називаються подвійними нерівностями. Їх зручно викори

стовувати для оцінювання значень величин і наближених
обчислень. Адже якщо а < х < b і с < у < d, то

а + с < х + у < b + d,  a – d < х – у < b – с,
ас < ху < bd,                     a : d < х : у < b : c.

Дві останні подвійні нерівності правильні за умови,
якщо числа а і с — додатні.

2х + 17 < 1, 12 – 3х ≥ 2 — приклади нерівностей з однією
змінною x.

Нерівності зі змінними подібні до рівнянь. Розв’язком
нерівності зі змінною називається таке число, яке задо

вольняє дану нерівність, тобто перетворює її в правильну
числову нерівність. Розв’язати нерівність означає знай

ти всі її розв’язки або показати, що їх немає.

Множини розв’язків найчастіше утворюють проміжки.
Наприклад, множини розв’язків нерівностей 2х + 7 < 15 і
8 + 3х ≥ 2 — це відповідно проміжки (–∞, 4) та [–2; ∞).

Декілька нерівностей з тією самою змінною утворюють
систему нерівностей, якщо треба знайти їх спільні роз

в’язки. Розв’язати систему нерівностей означає знайти всі
її розв’язки або показати, що їх не існує. Система нерівно

стей:

⎩
⎨
⎧

≥+
<+

283
,1572

x
x

має множину розв’язків [–2; 4).
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ІСТОРИЧНІ  ВІДОМОСТІ
Визначати, яке з двох чисел більше, а яке — менше, люди

вміли ще до нашої ери. В «Основах» Евкліда (ІІІ ст. до н. е.)
доведено нерівність, яку тепер прийнято записувати так:

.
2

ab
ba ≥+

 Тільки під а і b тоді розуміли не довільні додатні

числа, а довжини відрізків; доведення пропонувалось суто
геометричне і без знаків нерівності.

Архімед (III ст. до н. e.) довів подвійну нерівність, яку те


пер записують так: 
7

1

71

10
33 <π< .

Знаки «<»  і  «>» вперше запровадив англійський матема

тик Т. Гарріот у 1631 p. Хоча знаки нерівності запропонова

но пізніше від знаку рівності, використовуватися вони поча

ли раніше, оскільки друкували їх, користуючись буквою V,
а знаку рівності «=» на той час у типографії ще не було.

Знаки нестрогих нерівностей запровадив у 1670 р. англій

ський математик Дж. Валліс. Тільки риску він писав над
знаком нерівності. Такі знаки використовувалися рідко. У
звичайному для нас вигляді знаки «≤» і «≥» запропонував у
1734 р. французький математик П. Бугер.

У сучасній математиці та прикладних науках часто вико

ристовують нерівності між середніми, зокрема між середнім
арифметичним і середнім квадратичним кількох дійсних чи

сел. Наприклад, якщо a1, а2, а3, …, аn — довільні дійсні чис

ла, n ∈ N, n ≥ 2, то правильна нерівність:

 .
22

2
2
121 ...

n

aaa

n

aaa nn ++++++
≤

�

Відомі нерівності, які мають власні назви.
Нерівність між середнім арифметичним і середнім геомет


ричним п додатних чисел називають нерівністю Коші:

 ....
...

21
21 n

n
n xxx

n

xxx
⋅⋅⋅≥

+++

Нерівність Буняковського:

(a1b1 + a2b2 + … + anbn)2 ≤ )....)(...( 22
2

2
1

22
2

2
1 nn bbbaaa ++++++
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Огюстен Луї Коші — французький математик, член Па

ризької академії наук, Лондонського королівського товари

ства та багатьох інших академій наук. Працював у різних
галузях математики (арифметика і
теорії чисел, алгебра, математичний
аналіз, диференціальні рівняння, те

оретична і небесна механіка, матема

тична фізика. Загалом він написав і
опублікував понад 800 робіт. Повне
зібрання його творів, видане Паризь

кою АН, містить  27 томів.

З українських математиків XIX ст.
проблеми, пов’язані з нерівностями,
найбільше досліджував Віктор Яко�
вич Буняковський. Народився він у
м. Бар (тепер – Вінницької області),
навчався в Німеччині, Франції. Захи

стив дисертацію і одержав ступінь док

тора математики в Парижі (1825). До

ведену ним нерівність іноді припису

ють німецькому математику Г. Швар

цу, але В. Я. Буняковський довів її на
16 років раніше. В. Я. Буняковський
досліджував статистичні характерис

тики народонаселення, ймовірного
контингенту російської армії, правдо

подібності свідчень у судочинстві,
похибок у спостереженнях і т. п.
З 1858 р. був головним експертом
уряду з питань статистики і страху

вання (див. с. 207).

Нерівності використовують і в геометрії. Наприклад, ΔАВС
існує тоді і тільки тоді, коли виконуються три нерівності:

АВ < BC + CA, BC < CA + АВ і  CA < АВ + BC.
Чи правильно, що система цих трьох нерівностей рівно


сильна подвійній нерівності: |AC – CB| < AB < |AC + CB|?

Огюстен Луї Коші
(1789—1857)

В. Я. Буняковський
(1804—1889)
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1. Виберіть правильну нерівність:

а) ;22,0 > б) –1 <–2; в) 5 ≥ 5; г) 2–1 ≤ 2–2.
2. Сумою нерівностей 5 > 3 і 2 > –1 є нерівність:

а) 4 > 5; б) 4 < 5; в) 7 > 2; г) 7 ≥ 2.
3. Укажіть строгу нерівність:

а) 15 ≥ 5; б ) 2 ≤ 2; в) 7 > –2; г) –10 ≥ 10.

4. Нерівність х2 + 2х + 1 ≤ 0 задовольняє число:
а) 2; б) 1; в) 0; г) –1.

5. Скільки цілих чисел задовольняє подвійну нерівність
–1 ≤ х ≤ 1:
а) одне;  б) два; в) три; г) чотири?

6. Виберіть проміжок, якому належить число 3 :

a) [2; 3]; б )(– ∞; 3 );

в) ( 32 ; 33 ); г) ( 3− ; ∞).

7. Виберіть нерівність, яка не має розв’язків:
а) |x| ≥ –3; б) x < –3; в) 7 – |х| < 0; г) х2 < 0.

8. Система нерівностей 
⎩
⎨
⎧

≤+
≤

21
,32

x
x

 має множину розв’язків:

a) (–∞; 1]; б) [1,5; ∞); в) (–∞; 1,5]; г) [2; 3].
9. Яке найбільше число є розв’язком нерівності

х2 – 2х ≥ х2 + 2:
а) 2; б) 1; в) –1; г) –2?

10. Знайдіть область визначення функції xy
x

+=
2

1
:

а) (–∞; 0]; б) (– ∞; 0); в) [0; ∞); г) (0; ∞).

Тестові завдання № 1

pidruchnyk.com.ua



НЕРІВНОСТІ 67

Типові завдання до контрольної роботи № 1

1. Порівняйте дроби:

а°°°°°) 
7

5
 і 

7

3
; б°°°°°) 

3

4−  і 
3

4− ; в•) 
6

5
 і 

7

6
;    г•) 

13

7−  і .
27

13−

2. Відомо, що х < у. Порівняйте:
а°°°°°) х – 3 і у – 3; б°°°°°) 1,3х і 1,3у;
в•) –2х і –2у; г•) 5 – х і 5 – у.

3. Дано 7 < b < 12, 2 < с < 5. Оцініть значення виразу:

a°) 3b; б°) bc; в•) 3b + 2с;    г•) .
23

bc

cb +

4. Розв’яжіть нерівність:
а°°°°°) 2х – 5 < 7;                     б°°°°°) 3х + 7 < 7х + 3;

в•) 4 – (x – 2)2 > x – x2;          г•) .4
10

12

5

3 ≥− −− xx

5•. Знайдіть об’єднання і переріз множин A і С, якщо:
а) А = (2; 5), С = (1; 3); б) А = (–3; ∞), С = (–∞; 3];

в) А = (–∞; π), С = [ 11;10 ].

6. Розв’яжіть систему нерівностей:

а°°°°°) 
⎩⎨
⎧

−≥+
−≥−

;48163
,3476

xx
xx

         б•) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≥+−
−≥+

.5,0)3)(3(
,)7()7(

2

2

xxxx
xxx

7•. Знайдіть область визначення функції:

.32
29

9

x
xy

−
−+=

8•. Розв’яжіть нерівність:
а) |5х – 3| ≤ 1;          б) |3х – 15| > 9.

9••. Розв’яжіть рівняння:
|х + 1| + |х – 2| = 3.

10••. Доведіть нерівність, якщо а > 0, b > 0, с > 0:

(а + 2с) (с + 2b) (b + 2а) > .216 abc
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Немає жодної галузі людського знання, куди не входили б
поняття про функції та їх графічне зображення.

К. Ф.  ЛебединцевК. Ф.  ЛебединцевК. Ф.  ЛебединцевК. Ф.  ЛебединцевК. Ф.  Лебединцев

КВАДРАТИЧНА ФУНКЦІЯ
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Функція — зручна математич�
на модель для дослідження
багатьох процесів. Функція,
яку можна задати формулою
у = ах2 + bx + c, — квадратична.
Її графік — парабола. Такі
функції часто використовують�
ся в різних галузях науки. Вони
пов’язані з квадратними рівнян�
нями і нерівностями.

Основні теми розділу:

• властивості функцій;

• перетворення графіків
функцій;

• квадратична функція;

• квадратні нерівності;

• системи рівнянь другого
степеня.

§8. ФУНКЦІЇ

Функція — одне з найважливіших понять математики.
Можна навести чимало прикладів залежностей і відповідно�
стей між змінними. Наприклад, формула S = 4πR2 виражає
залежність площі поверхні кулі від її радіуса.

Формула 
g

l
T π= 2  встановлює відповідність між довжи�

ною маятника l і його періодом коливання (T). Отже, Т —
функція від l (тут π ≈ 3,14, g ≈ 9,8 м/с2 – константи).

Нагадаємо основні відомості про функції.
Якщо кожному значенню змінної х з деякої множини D

відповідає єдине значення змінної у, то таку відповідність
називають функцією. При цьому х називають незалежною
змінною, або аргументом, у — залежною змінною, а мно�
жину D — областю  визначення даної функції. Множину всіх
значень у, яких може набувати функція, називають її обла�
стю значень і позначають буквою Е.

Графіком функції називають множину всіх точок коорди�
натної площини, абсциси яких дорівнюють значенням аргу�
менту, а ординати — відповідним значенням функції.

Задають функції найчастіше у вигляді формул, таблиць
або графіків. Наприклад, формула у = х2 задає функцію, яка
виражає відповідність між числами та їх квадратами. Якщо
область визначення цієї функції — множина цілих чисел з
проміжку [–3; 3], то її можна задати у вигляді таблиці:

69
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х            –3        –2         –1         0           1           2          3

у            9           4           1           0            1          4           9

Графік цієї функції —  сім точок (мал. 43). Її область ви�
значення — множина D = {–3, –2, –1, 0, 1, 2, 3}, область зна�
чень — множина Е = {0, 1, 4, 9}.

Якщо область визначення функції у = х2 — проміжок [–2; 2],
то її графіком є частина параболи, зображена на малюн�
ку 44, а областю значень — проміжок [0; 4].

Графіком функції у = х2, заданої на множині всіх дійсних
чисел R, є вся парабола (мал. 45). Область визначення цієї
функції — множина дійсних чисел R, а область значень —
проміжок [0; ∞).

Нагадаємо ще кілька прикладів функцій.
у ===== kx — пряма пропорційність  (k ≠≠≠≠≠ 0). Її графік — пря�

ма, що проходить через початок координат. Область ви�
значення цієї функції — множина R, область значень — теж
множина R. Наприклад, графік функції y = 2x  зображено  на
малюнку 46.

у ===== kx + b — лінійна функція. Її графік — пряма, не пара�
лельна осі у. Область визначення — множина R, область зна�
чень — R, якщо k ≠ 0. Якщо k = 0, то область значень — одне
число b. Приклади: y = x + 2 (мал. 47), y = 3,5 (мал. 48).

Мал. 43 Мал. 45Мал. 44
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x

k
y =  — обернена пропорційність (k ≠≠≠≠≠ 0).  Її графік — гіпер�

бола. Якщо k > 0, то вітки цієї гіперболи розміщені в І і III чвер�
тях координатної площини, якщо  k < 0, — у II і IV чвертях.

Область визначення функції 
x

k
y =  —  множина R без числа 0,

область значень — ця сама множина (–∞; 0) ∪ (0; ∞).

Приклади: 
x

y
3=   (мал. 49, а), 

x
y

2−=   (мал. 49, б)

Мал. 46 Мал. 48Мал. 47

Мал. 49а б
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Графік функції у = х3 зображено на малюнку 50. Її область
визначення і множина значень — множина R.

Графік функції xy =  —  одна вітка параболи (мал. 51). Її
область визначення [0; ∞) і область значень — [0; ∞).

Якщо змінна у залежить від х, то записують у = f(x) (читають:
ігрек дорівнює еф від ікс). Символом f(a) позначають значення
функції у = f(x), якщо х = а. Нехай, наприклад, функцію задано
формулою у = 3х2 – 5. Можна записати і так: f(x) = 3х2 – 5.
У цьому випадку f(0) = 3 ⋅ 02 – 5 = – 5; f(– 2) = 3 ⋅ (– 2)2 – 5 = 7.

З а у в а ж е н н я. Якщо у = f(x), то часто кажуть, що у —
функція від х, тобто функцією називають змінну у. Однак зде�
більшого під функцією розуміють не одну залежну змінну, а
відповідність між значеннями двох змінних. До того ж — не
будь�яку відповідність, а однозначну, при якій кожному зна�
ченню змінної х відповідає єдине значення змінної у.

Деякі функції на окремих частинах області визначення задають+
ся різними формулами. Такою є, наприклад, функція

f(x) = 
⎩
⎨
⎧

≥
<

.0,
,0,2

xx
xx

�����

���

����

����

Мал. 50

Мал. 51
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Значення цієї функції при від’ємних значеннях аргументу  знахо+
дять, користуючись формулою f(x) = х2, а при додатних — за форму+
лою f(x) = х. Її графік — на малюнку 52.

Існують також інші функції, які позначають новими для вас симво+
лами.

Цілою частиною дійсного числа х називають таке найбільше ціле
число [х], яке не більше від х. Графік функції у = [х] — на малюнку 53.

Дробовою частиною дійсного числа х називають різницю між да+
ним числом і його цілою частиною: {х} = х – [х]. Графік функції
у = {х} — на малюнку 54.

Мал. 52 Мал. 53

1. Сформулюйте означення функції.

2. Що таке аргумент функції? Наведіть приклад.

3. Як можна задати функцію?

4. Що таке область визначення і область значень функції?

5. Які функції називають лінійними? Які їх властивості?

6. Назвіть властивості оберненої пропорційності.

7. Що таке графік функції?

Мал. 54
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1. Функцію задано формулою f(x) = х3 + 1. Знайдіть: f(–3),

f(0), ).2(f

✔ Р о з в ’ я з а н н я. f(–3) = (–3)3 + 1 = –27 + 1 = –26,
f(0) = 03 + 1 = 0 + 1 = 1, .1221)2()2( 3 +=+=f

В і д п о в і д ь. f(– 3) = –26, f(0) = 1, .122)2( +=f
2. В яких точках графік функції y = x2 – 3x + 2 перетинає:

а) вісь y;              б) вісь x?
✔ Р о з в ’ я з а н н я. а) Якщо графік перетинає вісь y у де�

якій точці, то абсциса цієї точки дорівнює нулю, а координа�
ти задовольняють рівняння, що задає функцію.

Маємо: x = 0; у = 02 – 3 ⋅ 0 + 2 = 2.
Отже, графік функції перетинає вісь y у точці з координа�

тами (0; 2).
б) Якщо графік перетинає вісь x у деякій точці, то ордина�

та цієї точки дорівнює нулю, а координати задовольняють
рівняння, що задає функцію.

Маємо: у = 0; x2 – 3x + 2 = 0; x1 = 1; x2 = 2.
Отже, графік функції перетинає вісь x у точках з коорди�

натами (1; 0) і (2; 0).
В і д п о в і д ь.  а) (0; 2); б) (1; 0) і (2; 0).

286. Провідміняйте слово: а) функція; б) аргумент; в) графік.

287. Задайте формулою функцію, яка виражає відповідність
між числами та: а) їхніми кубами; б) протилежними до
них числами; в) оберненими до них числами.

288. Яким є графік функції, заданої формулою:

а) y = 3x + 1; б) y = x2; в) y = 3;

г) 
x

y
3= ; ґ) 

3

x
y = ; д) xy = ?

289. Чи правильно, що:

а) графік функції 5
3

2 −= xy  є також графіком рівнян�

ня 2х – 3у = 15;
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б) графік функції xy =  є також графіком рівняння
у2 = х? Чому?

290. Графік якої з функцій проходить через початок коорди�
нат:  а) у = 2(х – 3);  б) у = 2х2;     в) у = х (х – 2)?

291. Знайдіть область визначення функції:

а) у = 3х – 2; б) у = 4 – х2; в) у = – 2,5;

г) )3(

5

−
=

xx
y ; ґ) 42 −= xy ; д) .25

1
xy

x
−=

292. Функцію задано формулою 2

2

1
xy =  на області визна�

чення D = {–4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, 4}. Задайте її таблич�
но і графічно.

293. Побудуйте графік функції 2

2

1
xy =  на проміжку [–4; 4].

Знайдіть її область значень.

294. Функцію 2

2

1
xy =  задано на множині R. Знайдіть її об�

ласть значень. Чи належить графіку цієї функції точка
А (–100; 5000)?

295. Функцію задано у вигляді таблиці:

Задайте її формулою. Вкажіть її область визначення і

область значень.

296. Функцію задано формулою f(x) = х2 + 10. Обчисліть: f(2),
3f(2), 2f(3), 0,5f(10).

297. Функцію задано формулою f(x) = х3 – 5. Знайдіть: f(–3),

f(–2), f(–1), f(0), f(7), ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2

1
f , ( )3f .

х               1            2            3            4            5            6            7            8

у               5           10         15         20         25          30         35         40
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298. Функцію задано формулою f(x) = х2 – х. Обчисліть:
а) f(–2) + f(–1); б) f(0) + f(1); в) f(2) – f(30).

299. f(x) = х2 – х + 1. Знайдіть:
а) f(0) + f(1) + f(2) + f(3); б) f(10) – f(– 9) + f(8) – f(–7).

300. На малюнку 55 зображено графік функції у = f(x).

y

x1 20–2 3 4 5

5

1
2
3

6

4

–4–5

–2
–3
–4 Мал. 55

Знайдіть:
а) область визначення і область значень даної функції;
б) f(–5), f(–4), f(0), f(4), f(5);
в) для яких значень аргументу f(x) = 4, f(x) = 0;
г) для яких х значення f(x) найбільше, найменше.

Знайдіть область визначення функції (301—302).

301. а) у = 3х – 2; б) ;
2

3

−
=

x
y в) ;

1

10
2 +

=
x

y

г) ;
)4)(3(

1

−−
=

xx
y ґ) ;12 += xy д) .5+= xy

302. а) у = 5х – 1; б) ;1+= xy в) ;4 xy −=

г) ;
5

2

x

x
y

−
= ґ) ;

)1)(4(

3

+−
=

xx
y д) .

1

1

x

x
y

+
−=

303. Побудуйте графік функції:
а) у = 3х – 2; б) у = 0,5х – 1; в) у = –3х;
г) у = 7 – 2х; ґ) у = 5; д) у = 3 – х.

304. Побудуйте графік функції, заданої формулою:
а) f(x) = 2 – 3х; б) f(x) = –1;
в) f(x) = 3 – 2х; г) f(x) = 0,5х.
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305. Знайдіть область значень функції:
а) f(x) = 7; б) f(x) = 2x; в) у = х2.

306. Чи належить графіку функції 
225 xy −=  точка

А (3; 4)? Точка В (–4; 3)?

307. Чи проходить графік функції у = х(х – 3) через точки
А (2; – 2);   В (–1; 4);   С (1,5; –2,25)?

308. Яка з точок  A (–2; –6); В (1,5; 8); С (–3; 4); D (–2; –6);
E (3; 4) належить графіку функції:

а) y = –10х – 26; б) ;
12

x
y = в) ?72 += xy

309. В яких точках графік функції:
а) y = 2,5х; б) у = 3 – 2x; в) у = 2(x – 1) пере�
тинає вісь х і вісь  у?

310. Температуру за шкалою Цельсія, Фаренгейта і Кельві�
на позначимо відповідно tC, tF, tK. Формули перерахун�

ку мають вигляд: tF = 
5

9
(tC + 32), tK = tC + 273. Для до�

вільних 10 значень температури за Цельсієм знайдіть
відповідні значення температури за Фаренгейтом і
Кельвіном. Дані занесіть до таблиці. Зобразіть графіч�
но одержані залежності.

311. Функцію задано формулою f(x) = х2. Чи правильно, що
для кожного числа а виконується рівність f(–a) = f(a)?

312. Функцію задано формулою f(x) = х3. Чи для кожного зна�
чення її аргументу х правильна рівність f(–x) = –f(x)?

313. Знайдіть f(–2); f(–1); f(0); f(l); f(2), якщо функцію зада�
но формулою:

a) f(x) = 2x2 + 3; б) f(x) = 3x3 – 2;

в) ;1)( 2 += xxf г) .158)( 2 ++= xxxf

314. Функцію задано формулою 
x

x
y

+
=

1

6
 на множині нату�

ральних чисел першого десятка. Задайте її у вигляді
таблиці.
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315. Функцію задано формулою 52 += xy  на області ви�

значення D = {–4; –2,75; –1; 1,25; 4; 11}. Задайте її у виг�
ляді таблиці і графіка.

316. Не будуючи графіка рівняння 9x – 2y = 14, знайдіть його
точку, ордината якої дорівнює абсцисі.

317. Не будуючи графіка функції у = х2 – 2, знайдіть його
точку, абсциса та ордината якої — протилежні числа.

318. Кожному натуральному числу відповідає протилежне
йому число. Чи є така відповідність функцією? Якщо
так, то задайте її формулою та графіком.

319.  Кожному цілому числу відповідає рівне йому число. Чи
є така відповідність функцією? Якщо так, то що є її гра�
фіком?

320. Функцію у = f(x) задано графіком (мал. 56). Для яких
значень аргументу:

a) f(x) = 0, f(x) ≤ 0; б) f(x) = –2, f(x) > –2, f(x) ≤ –2;

в) f(x) = 3, f(x) ≥ 3, f(x) < 3?

Мал. 56

321. В яких точках перетинає вісь x і вісь y графік функції:

а) 3
2

1 += xy ; б) 
7

4−= xy ; в) 
2

5

5

2 += xy ;

г) y = x2 – 4; ґ) y = x2 – 2x; д) y = 6 – 5x – x2?

Побудуйте в одній системі координат графіки функцій (322—324).

322. y = x2, y = x2 + 3  і  y = x2 – 2.

323. ,xy = 2+= xy  і  .3−= xy
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324. y = |x|,y = |x| + 1 і y = |x| – 2.

325. При якому значенні m графік функції у = m – 2х прохо�
дить через точку А (2; 3)? Чи проходить цей самий графік
через точку В (3; 1)?

326. При якому значенні m графік функції у = х2 + m прохо�
дить через точку K (–2; 5)?

327. Графік функції mxy += проходить через точку Р (5; 5).

Чому дорівнює т?

328. Побудуйте графік функції:

а) 
x

y
4= ; б) 

x
y

3−= ; в) 
x

y
12= ;

г) y = 2x2; ґ) y = 0,5x2; д) y = x2 – 1.

329*. Знайдіть область визначення функції:

а) 
5

1
2 −

=
x

y ; б) 
4

53 xx
y

+−
= ;

в) 23 5

1

xx
y

+
= ; г) xxy −++= 55 ;

ґ) 1062 +−= xxy ; д) 
2

2

16

43

x

xx
y

−

−−
= .

330*. Задача А. М. Колмогорова. Яку додаткову умову
потрібно накласти на значення х у формулі f(х) = 1, щоб

одержати визначення функції ( ) ( )22 1)( xxxf −+= ?

331*. Побудуйте графік функції:

а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

,2
  ,

 ,4
2

x
xy

б) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
−
+

=
,1

,3
,1

x
x

y

якщо х < –2,

якщо –2 ≤ х ≤ 1,
якщо х > 1;

якщо х ≤ 1,
якщо 1 < x < 4,
якщо х ≥ 4;
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в) y = |2x – 3|; г) y = 2|x| – 3; ґ) y = |x + 1| – |x|;

д) 
x

x
y

||= ; е) 
||

6

x
y = ; є) .25102 ++= xxy

332*. Функція попиту на товар: QD = 9 – p. Функція пропо�
зиції товару: QS = 2р – 6. Тут QD — обсяг попиту і QS —
обсяг пропозиції (млн штук за рік), р — ціна (грошові
одиниці). Визначте рівноважну ціну (попит дорівнює
пропозиції) і обсяг продажу. Як вплине на значення
рівноважної ціни товару зменшення попиту на 20 %?

333. Порівняйте значення виразів:

а) 23  і 20 ; б) 53  і 44 ; в) 13  і 32 ;

г) 73  і 8; ґ) 54  і 9; д) 25  і 7.

334. У яких межах лежить значення виразу 3х – 2, якщо:
а) 1 < х < 4; б) –5 < х < 0; в) –10 ≤ х ≤ 10?

335. Розв’яжіть нерівність:

а) ;0
13

32 >
+
+

x

x
б) ;1

1

6 −>
−
−

x

x
в) .1

29
≥

−
x

x

§9. ВЛАСТИВОСТІ ФУНКЦІЙ

Для того щоб досліджувати процеси і явища навколиш�
нього  світу, слід спочатку навчитися встановлювати харак�
терні особливості відповідних математичних моделей. Пе�
редусім це стосується функцій.

Описуючи властивості функції, зазвичай починають з її
області визначення — вказують усі значення, яких може на�
бувати аргумент.

Якщо функцію задано формулою, а про її область визна�
чення нічого не сказано, то розуміють, що вона така сама,
як і область допустимих значень змінної, яка входить до цієї
формули.
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Якщо функцію задано графічно, то область визначення
функції — проекція її графіка на вісь х; область значень
функції — проекція її графіка на вісь у (мал. 57). Наприк�
лад, область визначення функції у = х2 — множина всіх
дійсних чисел R, область її значень — проміжок [0; ∞). Об�

ласть визначення і область значень функції 24 xy −= —

проміжки [–2; 2] і [0; 2] (мал. 58).

Наступний крок у дослідженні функції полягає в тому,
щоб з’ясувати, чи не є дана функція  парною або непарною.

Функція у ===== f(x) називається парною, якщо її область
визначення симетрична відносно нуля і для кожного
значення х з області визначення f(–x) ===== f(x).

Функція у ===== f(x) називається непарною, якщо її область
визначення симетрична відносно нуля і для кожного
значення х з області визначення f(–x) ===== –f(x).

Існують функції ні парні, ні непарні. Це такі функції, в
яких або область визначення несиметрична відносно нуля,
або для яких не виконується жодна з умов f(–x) = ± f(x).

Якщо функцію задано графічно, то дослідити її на парність
або непарність досить просто, оскільки графік парної
функції симетричний відносно осі у, а непарної — відносно
початку координат.

Приклади. Функції у = х2 з областю визначення R і у = х2 з
областю визначення [–5; 5] — парні (мал. 59). Функції у = х3 з
областю визначення R і у = х3 з областю визначення [– 27; 27] —

Мал. 57 Мал. 58
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Мал. 59 Мал. 60

Мал. 61

непарні (мал. 60). А, наприклад, кожна функція з областю
визначення [–2; 1] і кожна функція у = х2 + х з будь�якою
областю визначення — ні парна, ні непарна (мал. 61 а, б).

Розглянемо функцію у = f(х), графік якої зображено на
малюнку 62. При x = –2, x = 3 і х = 5 значення функції дорів�
нюють нулю.

Мал. 62

а б
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Значення аргументу, при яких значення функції дорів"
нює нулю, називають нулями функції.

Нулем функції у = х – 6 є лише одне значення х: тільки при
х = 6 значення цієї функції дорівнює нулю.

Щоб знайти нулі функції у = f(х), потрібно розв’язати рів�
няння f(х) = 0. Корені цього рівняння є нулями функції.

Функція у = f(х), графік якої зображено на малюнку 62, має
додатні, нульові й від’ємні значення. На проміжку (–2; 3) її зна�
чення додатні. Це проміжок сталого знака: усі значення функції
на цьому проміжку мають сталий знак «+». І проміжок (5; 6) є
також проміжком сталого знака «плюс». Проміжки (–4; –2) і
(3; 5) теж є проміжками сталого знака: усі значення розгля�
дуваної функції у = f(х) на цих проміжках від’ємні.

Проміжки області визначення функції, на яких функція
не змінює знака (тобто має тільки додатні або тільки від’ємні
значення), називають проміжками знакосталості. На про�
міжку знакосталості графік функції не перетинає вісь абсцис.

Зверніть увагу на графік функції  на мал. 62. На проміжку
[–4; 1] графік «йде вгору»: при збільшенні значень х із цього
проміжку відповідні значення функції збільшуються.

Якщо x1 < x2, то f(х1) < f(х2).
Кажуть, що на проміжку [–4; 1] функція у = f(х) зростає

(або є зростаючою). Такою вона є й на проміжку [4; 6].
На проміжку [1; 4] графік функції у = f(х) «йде вниз»: при

збільшенні значень аргументу відповідні значення функції
зменшуються. Кажуть, що на цьому проміжку функція
у =f(х) спадає (або є спадною).

Функцію називають зростаючою на деякому проміжку,
якщо кожному більшому значенню аргументу з цього
проміжку відповідає більше значення функції.

Функцію називають спадною на деякому проміжку,
якщо кожному більшому значенню аргументу з цього
проміжку відповідає менше значення функції.

Існують функції, які зростають (або спадають) на всій об�

ласті визначення. Наприклад, функції у = 2х, у = х3, xy = —

зростаючі, а функції у = –2х, xy −=  — спадні.
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Якщо пропонують дослідити функцію, це означає вияви�
ти її найважливіші властивості:

1) вказати область визначення;
2) вказати область значень;
3) з’ясувати, чи не є дана функція парною або непарною;
4) знайти точку перетину графіка функції з віссю y;
5) знайти нулі функції та проміжки знакосталості;
6) визначити проміжки зростання чи спадання;
7) побудувати графік функції.

Характеризуючи властивості функції, часто відмічають, в яких
точках вона має найбільше значення, в яких — найменше. Функ+

ція, графік якої зображено на малюнку 62, найбільше значення має в
точці х = 6; воно дорівнює 2. Найменшого значення –2 ця функція
досягає в точці х = –4.

Значення функції в точці х = 1 є найбільшим порівняно з усіма
значеннями в найближчих до неї точках. Кажуть, що дана функція в
точці х = 1 досягає максимуму, а в точці х = 4 — мінімуму.

Графіки функцій y = 0,5x – 2, y = x2, y = x3, заданих на всій області

визначення R, — суцільні, неперервні лінії. А графік функції 
x

y
1=  скла+

дається з двох роз’єднаних віток. При х = 0 значення цієї функції не
існує. Кажуть, що в точці х = 0 вона має розрив.

1. Що таке область визначення і область значень функції?
Як їх знайти за допомогою графіка?

2. Яку функцію називають парною? А непарною?
3. Яким є графік парної функції? А непарної?
4. Що називають нулями функції?
5. Які функції називають зростаючими? А спадними?
6. Чи може функція на одному проміжку спадати, а на

іншому — зростати?

1. Знайдіть нулі функції y = х2 – х – 6.
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Розв’яжемо рівняння х2 – х – 6 = 0.
D = (–l)2 – 4 ⋅ l ⋅ (–6) = l + 24 = 25;
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,2
2

251
1 −== −

x .3
2

251
2 == +

x

В і д п о в і д ь. Нулями даної функції є числа –2 і 3.
2. Доведіть, що функція у = х2 + 3 на проміжку (–∞; 0) спадає.

✔ Р о з в ’ я з а н н я. Нехай х1 і х2 — два довільних значення
аргументу х даної функції з проміжку (–∞; 0), причому х1 < х2.

Відповідні їм значення функції: ,32
11 += xy  .32

22 += xy

).)(()3()3( 1212
2
1

2
2

2
1

2
212 xxxxxxxxyy +−=−=+−+=−

Значення х1 і х2 з проміжку (–∞; 0) від’ємні.
Оскільки х1 < х2, то х2 – х1 — число додатне,
х2 + х1 — число від’ємне, їх добуток також
від’ємний. Тому різниця y2 – y1 від’ємна,
у2 < у1. Отже, більшому значенню аргумен�
ту відповідає менше значення функції; дана
функція на цьому проміжку спадна
(мал. 63).
3. Парною чи непарною є функція:

а) y = x2 – 7; б) y = 5x – 1?
✔ Р о з в ’ я з а н н я. а) Область визначен�

ня D(y) функції y = x2 – 7 —  множина всіх дійсних чисел R є
симетричною відносно 0 і f(–x) = (–x)2 – 7 = х2 – 7 = f(х). Отже,
функція y = x2 – 7 парна.

б) D(y) = R — симетрична відносно 0.
f(–x) = 5 (–x) – 1 = –5x – 1 = –(5x + 1). Ця функція не дорів�

нює ні f(x), ні –f(–x).
Отже, функція y = 5x – 1 ні парна, ні непарна.
В і д п о в і д ь. а) парна; б) ні парна, ні непарна.

336. Знайдіть область визначення і область значень функції:

а) y = 2x2;     б) y = x – 2; в) y = x3; г) xy = ;

ґ) 
x

y
2= ;     д) 5

3

2 += x
y ; е) 

x

x
y

2= ; є) .
2
2x

y =

Мал. 63
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337. Області значень функцій у = x2 і у = |x| однакові. Наведіть
приклади інших функцій з такими самими областями
значень.

338. Чи однакові області значень функцій:
а) y = |х + 3| і y = |х| + 3; б) y = x2 + 3 і y = (x + 3)2?

339. Які з функцій, розглянутих у задачі 336, парні, які —
непарні? Наведіть інші приклади парних і непарних
функцій.

340. Чи має нулі функція:

а) y = x2 + 1;      б) y = x4 – 4;      в) y = –x4 – 9;      г) y = |x|?

341. Графік функції перетинає вісь абсцис п разів. Скільки
нулів має ця функція?

342. Графік функції у = f(x) перетинає вісь абсцис в одній
точці A (12; 0). Скільки нулів має ця функція? Скільки
коренів має рівняння f(x) = 0?

343. Чи може парна функція спадати на проміжку (–2; 2)?

344. Чи існує функція водночас і парна, і непарна?

345. Знайдіть область визначення функції:

а) у = –7х + 3; б) у = х2 – 4; в) ;4+= xy

г) ;
9

3

+
=

x
y ґ) ;

4

1
2 +

−=
x

y д) .
1 x

x
y

−
=

346. Знайдіть область значень функції:

а) у = 0,01х; б) у = х2; в) ;1 2xy −=

г) у = х3; ґ) у = 2х–1; д) .1 2xy +=
347. Знайдіть область визначення і область значень функції:

а) у = х2 – 1; б) ;
3

2 x
y

−= в) ;2
1 +=
x

y

г) xy −= 1 ; ґ) у = |х|; д) у = |х| + 2.

348. Накресліть графік будь�якої функції у = f(x), для якої:
а) D = [–6; 2], E = [–2; 2];

б) D = [–1; 3) �  (3; 5), E = [–3; 1) �  (1; 3].
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349. Функцію y = 1,5x – 2 задано на проміжку [–2; 5]. Знайдіть
її область визначення і область значень.

350. Побудуйте графік функції у = 0,5х2, заданої на проміжку
[1; 4], і спроектуйте його на осі координат. Яка область
значень даної функції?

351. Покажіть, що функція f(x) = x4 + 3 парна, а f(х) = х3 + х —
непарна.

352. Чи один і той самий зміст мають речення «функція у = f(x)
не є парною» і «функція у = f(x) — непарна»?

353. Покажіть, що функція f(x) = х2 + х ні парна, ні непарна.

354. Доведіть, що дана функція парна:

а) у = x4 + 3; б) у = 1 : х2; в) у = х2 + x4.

355. Доведіть, що дана функція непарна:

а) у = 2х3; б) у = –х5; в) у = х3 + х.

356. Покажіть, що дана функція ні парна, ні непарна:

а) у = х3 + 1; б) ;xxy = в) y = (x –1)2.

357. Знайдіть нулі функції:

а) у = 2х + 3; б) у = х2 + 5х + 6; в) 2−= xy .

358. На мал. 64 зображено графік функції y = f(x).

Мал. 64

Знайдіть: а) область визначення і область значень
функції; б) нулі функції; в) проміжки знакосталості;
г) найбільше і найменше значення функції; ґ) проміжки,
на яких функція зростає; д) проміжки, на яких функція
спадає.
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359. Скільки нулів має функція:
а) у = х + х3; б) у = 6; в) у = 1 – |х|; г) у = –7х?

360. Установіть проміжки знакосталості функції:

а) у = х + 3; б) у = х2 – 4; в) .3 xy =

361. Які з функцій зростаючі, а які — спадні:

а) у = 2х; б) у = –х – 2; в) y = x3;      г) xy = ;

ґ) 
5

2x
y = ; д) 

2

5x
y = ; е) ;

3

1
xy =    є) 

x

x
y

5

−= ?

362. Побудуйте графік функції та запишіть її властивості:

а) у = 0,5х – 1; б) у = 2х2; в) ;1+= xy г) у = х–1.

363. Знайдіть область значень функції у = 4 – х2, заданої на
проміжку:
а) [– 3; 3]; б) [1; 7); в) [0; ∞).

364. Знайдіть область визначення і область значень функції:

а) у = 4 + х2; б) ;23 ++= xy в) у = 1 : (1 + х2).

365. Знайдіть область визначення функції у = х3 – 8, якщо її
область значень [–35; 0].

366. Доведіть, що функція у = f(x) парна, якщо:

a) f(x) = x4 + 3х2; б) f(x) = 3x(x3 – 2x);

в) ;)(
4

4
2 −

=
x

xf г) .)(
1

1
2

2

−

+=
x

x
xf

367. Доведіть, що функція у непарна, якщо:

а) у = x(1 – х2); б) y = 7x3 + x; в) 
3

3 x

x
y += .

368. Які з функцій парні, які — непарні, які — ні парні, ні
непарні:

а) у = х3 – 1; б) y = –x2 + 3; в) y = x(1 – x);

г) 
2

5

x
y = ; ґ) xy = ; д) 

x

x
y

13 2 += ?

pidruchnyk.com.ua



КВАДРАТИЧНА ФУНКЦІЯ 89

369. Перемалюйте графіки з мал. 65 у зошит. Кожний з гра�
фіків добудуйте так, щоб одержана функція була: 1) пар�
ною; 2) непарною; 3) ні парною, ні непарною.
Для кожного з виконаних пунктів 1) — 3) установіть
нулі функції, її проміжки знакосталості, зростання і
спадання. Які висновки можна зробити?

370. Не будуючи графіка функції, встановіть, при яких зна�
ченнях х вона набуває додатних значень, якщо:

а) у = –2х + 5;     б) y = 0,5x – 3; в) ;4+= xy

г) у = 3x – x2 – 2;     ґ) ;3
1

x
y −= д) .

1+
=

x

x
y

371. Не будуючи графіка функції, встановіть, при яких зна�
ченнях х вона набуває недодатних значень, якщо:

а) у = 5х – 1; б) 4−= xy ; в) y = (x + 1) (1 – x);

г) у = (x + 2)3; ґ) 2
6 +=
x

y ; д) .1
1

1 −=
−x

y

372. Доведіть, що функція:
а) y = 3х + 5 зростає на R;

б) xy −= 1  спадає на [0; ∞);

в) у = –х3спадає на R;
г) у = 2х2 зростає на [0;  ∞).

373. Зростаючою чи спадною є функція:

a) у = х – 5; б) у = 2х3; в) xy += 3 ;

Мал. 65

а б в
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г) ;13 xy −= ґ) y = 8 – х3; д) у = х3 + x?

374. Укажіть проміжки спадання функції:
а) у = х4 + 3; б) у = |х – 3|; в) у = |х| – x.

375. На яких проміжках дана функція зростає:

а) у = x ⋅ |x|; б) ;4 2xy += в) ?4 2xy −=
376. Які з даних функцій парні, які — непарні:

а) у = х4; б) у = х5; в) у = 1 – x4;

г) у = 1 : х3; ґ) ;5 2xy += д) ?1 2xy −=
377. Функція у = f(x) парна. На проміжку (–∞; –2) вона зро�

стає, а на проміжку (–2; 0) спадає. Якою вона є на решті
області визначення?

378. Функція у = f(x) непарна. На проміжку (–∞; –3) вона спа�
дає, а на проміжку (–3; 0) зростає. Якою вона є на решті
області визначення?

379. Намалюйте схематично графік парної функції, яка на
проміжку [–4; –2]  зростає від 1 до 5, а на проміжку [– 2; 0]
спадає від 5 до –1.

380. Намалюйте схематично графік непарної функції, яка
на проміжку [–4; –1]  спадає від 3 до –3, а на проміжку
[–1; 0] зростає від –3 до 0.

381. Опишіть властивості функцій, графіки яких зображено
на малюнках 66—68.

Мал. 67Мал. 66

Мал. 68
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Побудуйте графік функції та опишіть її властивості (382—385).
382. а) y = |x|; б) y = |x – 3|; в) y = |x| – 3.

383. а) 2xy = ; б) 2)2( −= xy ; в) .)4( 2xy −=

384. а) 
xx

x
y

2

2
2 −

−= ; б) 
xx

x
y

4

4
3

2

−

−= .

385. а) y = 6x–1; б) y = x–2.
386. Дослідіть функцію та побудуйте її графік:

а) у = х2 – 6; б) у = 5 – х2; в) у = – (x2 + 1);

г) 
x

x
y

2

= ; ґ) ;2xy = д) .9 2xy −−=

Розв’яжіть рівняння (387—389).
387. а) –3x ⋅ x2 = 3; б) 4x ⋅ x3 + 2 = 0; в) 2x2 ⋅ x5 = 0.
388. а) 2x2 + 3x = 9; б) 9x2 – 12x + 4 = 0; в) 5x2 + 4x = 1.

389. а) ;05)3( =++ xx б) .03)5( =++ xx

390. Запишіть у стандартному вигляді число:
а) 7 800; б) 140 000;    в) 84,17; г) 486 000 000;
ґ) 0,085; д) 0,00045;   е) 0,58954; є) 0,0000008.

§10. ПЕРЕТВОРЕННЯ ГРАФІКІВ ФУНКЦІЙ

Складемо таблиці значень функцій а) у = х2 і  б) у = –х2,
заданих на множині D = {–3, –2, –1, 0, 1, 2, 3}.

а)

б)

Взагалі значення функції y = –х2 протилежні відповідним
значенням функції у = х2. Тому графіки цих функцій симет�

х         –3       –2       –1          0           1          2         3
у           9          4          1        0           1          4          9

х         –3       –2        –1         0          1          2          3
у         –9       –4        –1        0        –1        –4        –9
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ричні відносно осі х (мал. 69). Таку саму властивість мають
будь�які функції у = f(x) і у = –f(x).

Мал. 69

Графіки функцій у ===== f(x) і у ===== –f(x) симетричні відносно
осі х.

Порівняємо ще функції у = 2f(x) і у = f(x). Щоб одержати
яке�небудь значення першої з них, треба відповідне значен�
ня другої помножити на 2. Тому графік першої з цих функцій
можна одержати, розтягнувши вдвічі від осі х графік другої

функції. А щоб побудувати графік функції у = 
3

1
f(x), слід

втричі стиснути до осі х графік функції у = f(x).

Щоб побудувати графік функції  у ===== kf(x), де k > 0, треба
графік функції  у ===== f(x) розтягнути від осі х у k разів,

якщо k > 1, або стиснути його в 
k

1
 разів до осі х, якщо

0 < k < 1.

Приклад. Побудуйте графіки функцій: ,2 xy =  ,5,0 xy =

.5,0 xy −=

✔ Р о з в ’ я з а н н я. Побудуємо графік функції .xy =  На
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малюнку 70 його зображає крива І. Збільшивши вдвічі орди�
нату кожної точки цього графіка, одержимо множину точок,

розміщених на кривій II. Це графік функції .2 xy =  Якщо
ординату кожної точки графіка І зменшити вдвічі й нанести
відповідні точки на координатну площину, то одержимо кри�
ву III — графік функції .5,0 xy =  Крива IV симетрична

відносно осі х кривій III, — графік функції .5,0 xy −=
Кожне значення функції у = f(x) + 4 на 4 більше, ніж відпо�

відне значення функції у = f(x). Тому графік функції
у = f(x) + 4 можна одержати, перенісши графік функції
у = f(x) на 4 одиниці в напрямку осі у (мал. 71). Щоб одержа�
ти графік функції у = f(x) – 6, треба графік функції у = f(x)
перенести на 6 одиниць у протилежному напрямку.

Мал. 70 Мал. 71

Щоб одержати графік функції  у ===== f(x) + п, треба графік
функції  у ===== f(x) перенести на п одиниць у напрямку
осі у, якщо п > 0, або на –п одиниць у протилежному
напрямку, якщо п < 0.

А як слід перетворити графік функції у = f(x), щоб одер�
жати графік функції у = f(x – m)? Обчислимо для тих самих
значень х значення функцій а) у = х2 і б) у = (х – 2)2.
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а)

б)

Як бачимо, при кожному значенні х = с значення функції
у = (х – 2)2 таке, як значення функції у = х2, коли х = с – 2.

Тому графік функції у = (х – 2)2 можна одержати, пере�
нісши графік функції у = х2 на 2 одиниці в напрямку осі х
(мал. 72). Графік функції у = (х + 3)2 можна одержати
перенесенням графіка функції у = х2 на 3 одиниці в напрям�
ку, протилежному напрямку осі х.

Щоб одержати графік функці ї  у ===== f(x – m), досить
графік функці ї  у ===== f(x) перенести на m одиниць у
напрямку осі x, якщо m > 0, або на –m одиниць у
протилежному напрямку, якщо m < 0.

На малюнку 73 показано, як, наприклад, з графіка функції
у = х3 можна одержати графіки функцій у = (х – 2)3 і у = (х + 3)3.

Мал. 72                                              Мал. 73

х         –4       –3       –2        –1          0          1         2          3           4
у         16          9         4        1           0          1          4          9         16

х         –4       –3       –2        –1          0          1         2          3           4
у         36        25       16        9           4          1          0          1          4
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Як, маючи графік функції у = f(х), побудувати графік функції
у = |f(х)|?

За означенням модуля,

⎩⎨
⎧

<−
≥==

.0)(  ),(
,0)(     ),(|)(|

xfxf
xfxfxfy

����

����

Тому значення функції у = |f(х)| і у = f(х) однакові за умови, що
f(х) ≥ 0 і протилежні, якщо f(х) < 0. Отже, щоб побудувати графік функції
у = |f(х)|, досить ті частини графіка функції у = f(x), які лежать нижче від
осі х, замінити симетричними їм відносно цієї осі, а все інше залишити

без змін. Наприклад, маючи графік функції у = х2 – 4 (мал. 74), можна

одразу побудувати графік функції y = |х2 – 4| (мал. 75).

                      Мал. 74    Мал. 75

Дослідіть, як одержати графік функції y = f (|x|), якщо відомо графік
функції y = f (x).

1. Що таке графік функції?
2. Як, маючи графік функції у = f(х), побудувати графік

функції:
а) у = – f(х); б) у = f(х) + п;

в) у = k ⋅ f(х); г) у = f(x – т);

ґ) у = |f(х)|; д) y = f (|x|)?
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1. На малюнку 76, a зображено графік лінійної функції у = f(х).
Побудуйте графік функції у = – f(х).
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Графіки функцій у = f(х) і у = – f(х)

симетричні відносно осі абсцис. Точка A (–3; 0)  — спільна
для обох графіків, а симетричною точці B (0; 2) відносно осі
х є точка B1 (0; –2). Пряма AB1 — графік функції у = – f(х).

         а           б

Мал. 76

2. Побудуйте графік функції: у = х2, 2

2
1 xy =  і 

2

2
1 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛= xy .

✔ Р о з в ’ я з а н н я. Графік функції у = х2 — звичайна па�

рабола (мал. 77). Щоб  одержати графік функції ,
2

2
1 xy =

треба ординату кожної точки першого графіка зменшити
вдвічі; на малюнку ця парабола синього кольору.

.
2

2

4
1

2
1 xxy =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛=  Зменшивши ординату кожної точки

звичайної параболи у 4 рази, одержимо потрібний графік —
лінію червоного кольору.

Мал. 77
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                           Мал. 77

391. Чим різняться графіки функцій:
а) у = х2, у = (–х)2 і у = –х2;
б) у = 4х2, у = – (2х)2 і у = (–2х)2;

в) ,2xy =  2)( xy −=  і у = |х|?

392. Як взаємно розташовані графіки функцій:
а) у = 2х і у = –2х; б) у = х3 і у = –х3;

в) xy
3

1=  і xy
3

1−= ; г) 
x

y
1=  і ?

1

x
y −=

393. Функція у = f(x) зростає на всій області визначення.
Зростаючою чи спадною є функція:
а) у = 2 f(x);          б) у = 0,5 f(x);          в) у = – f(x)?

394. Чи правильно, що графіки функцій у = 0,3x, у = 0,3x + 2
і у = 0,3x – 5 — паралельні прямі?

395. На малюнку 78 зображено дві паралельні прямі — гра�
фіки двох функцій. Одна з цих функцій — у = 0,5x + 3.
Назвіть формулу другої функції.

396. На малюнку 79 пряма 1— графік функції у = f(x), a па�
ралельна їй пряма 2 перетинає осі координат у точках
а і b. Один учень вважає, що пряма 2 — графік функції
у = f(x – a), інший — що це є графіком функції у = f(b + x).
Хто з них має рацію?

Мал. 78                                                        Мал. 79
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397. Чим різняться графіки функцій:

а) y = x2 + 2 і y = x2 – 2; б) y = x2 – 2 і y = (x – 2)2;

в) y = x3 + 1 і y = (x + 1)3; г) y = (x – 2)3 і y = (x + 2)3?

398. Область визначення функції у = f(x) — проміжок (a; b).
Якою є область визначення функції:

а) у = – f(x);     б) у = f(x) + n;     в) у = |f(x)|;     г) у = k ⋅ f(x)?

399. Область значень функції у = f(x) — промінь (с; ∞). Якою
є область значень функції:
а) у = – f(x);   б) у = f(x) + n;   в) у = f(x) – m;   г) у = k ⋅ f(x)?

400. На малюнку 80 зображено графік функції у = f(x). Пере�
малюйте його в зошит і побудуйте в тій самій системі
координат графіки функцій у = – f(x) і у = 3 ⋅ f(x).

Мал. 80

Побудуйте графік функції (401—403).

401. а) у = – х2; б) у = – x3; в) у = – |x|.

402. а) ;2 xy = б) xy 9= ; в) .16xy =
403. а) у = 3x2; б) у = – 3x2; в) у = –0,5x2.

404. Як треба перетворити графік функції xy = , щоб одер�

жати графік функції xy −= ? Чи правильно, що об’єд�

нання графіків функцій xy =  і xy −=  є графіком

рівняння у2 = х?

405. Як перетворити графік функції у = 3x – 4, щоб одержа�
ти графік функції у = 4 – 3х? Виконайте побудову.
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406. Побудуйте графіки функцій у = x2 і у = х2 – 4. Знайдіть їх
області значень. При яких значеннях х значення
функцій додатні, а при яких — від’ємні? Знайдіть коор�
динати перетину графіків з осями координат.

407. Графіки яких функцій зображено на мал. 81, а, б?

Побудуйте в одній системі координат графіки функцій
(408—409).

408. а) у = 2x,   y = 2x + l  і  y = 2x – 3;

б) у = – x2,   y = –x2 + 2  і  y = –x2 – 1.

409. а) ,xy =  1−= xy  і  ;2+= xy

б) у = 2x2,  y = 2x2 + 1  і  y = 2х2 – 1.

410. Як треба перетворити графік функції у = х2, щоб одер�
жати графік функції:

а) у = (х + 3)2; б) у = (х – 3)2; в) у = – (x + 3)2?

Побудуйте в одній системі координат графіки функцій
(411—412).

411. а) у1 = 2x,        y2 = 2(x – l)  і  y3 = 2(x + 3);

б) у1 = – x2,      y2 = – (x + 2)2  і  y3 = – (x – 3)2.

Мал. 81

а б
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414. Дано параболу у = x2. Напишіть рівняння параболи, яку
можна одержати з даної перенесенням:
а) на 2 одиниці праворуч і 3 одиниці вгору;
б) на 4 одиниці ліворуч і 2 одиниці вниз.

415. Побудуйте графік функції у = (х + 1)2 – 3.

416. Графік функції у = f(х) симетричний відносно осі у. Чи
симетричний відносно цієї осі графік функції:
а) у = 2f(x); б) у = – f(x); в) у = –2f(x)?
Побудуйте відповідні графіки.

417. Функція у = f(х) на проміжку (– ∞; а) спадає, а на про�
міжку (а; ∞) — зростає. Якою є на цих проміжках функ�
ція: а) у = 2f(x);    б) у = 0,5f(x); в) у = – f(x)?
Побудуйте відповідні графіки.

418. На мал. 83 зображено графік функції у = 4x–2. Перема�

люйте його в зошит і побудуйте в тій самій системі коор�
динат графіки функцій:

 Мал. 82
а б

412. а) 
x

y
4

1 = ,       3

4
2 −

=
x

y  і  1

4
3 +

=
x

y ;

б) ,1 xy =      12 −= xy  і  .23 += xy
413. Графіки яких функцій зображено на мал. 82, a, б?
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а) ;2
2

4 +=
x

y б) ;3
4
2

−=
x

y в) 
2

4
1

x
y −= .

Мал. 83

419. Побудуйте в одній системі координат графіки функцій:

а) ;
12

x
y −= ;3

12 +−=
x

y .1
12 −−=
x

y

б) ;2 xy = ;32 −= xy .22 += xy
420. Побудуйте графік функції:

а) y = –x2 + 3; б) ;3
4 −=
x

y в) y = x3 + 1;

г) ;1+−= xy ґ) y = 2x3 – 1; д) y = 0,5x2 – 2.

421. Заповніть порожні клітинки таблиці. Якою формулою
можна задати функцію у = f(x)?

422. На мал. 84 зображено графік функції .3 xy =  Перема�

люйте його в зошит і побудуйте в тій самій системі коор�
динат графіки функцій:

x

 f(x)

 –f(x)

 3f(x)

–2             –1                 0                 1                 2                  3

  9               6                  5                 6                 9               14
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а) ;23 −= xy б) ;13 += xy в) .3 3 xy −=

Мал. 84

423. Побудуйте графік функції:

а) y = 0,5(x – 1)3; б) 33 += xy ;        в) y = 2(x – 2)2;

г) 
3

1

−
=

x
y ; ґ) y = 

2

1
(x + 1)2;        д) 3

3

+
−=

x
y .

424. Побудуйте графік і дослідіть властивості функції:

а) ;4
3

12
+

−
=

x
y б) ;3

2

6
−

+
=

x
y        в) .

1

2

+
+=

x

x
y

Побудуйте графік функції (425—428).

425. а) у = (х + 2)2 + 3; б) у = –2(х + 1)2 + 3;

в) ;2
1

1 +=
−x

y г) .
1

6
5

+
−=

x
y

426. а) ;132 +−= xy б) ;32 +−= xy

в) у = – (х + 1)3+ 2; г) у = 0,5 (х – 3)3 – 3.

427. а) y = 2|x| – 3; б) ||

1

x
y = ; в) || xy = ;

г) у = – |x| + 2; ґ) у = (|x| – 1)2; д) у = |x|3 + 1.

428. а) y = |3x + 1|; б) у = |– x2 + 4|; в) |1| xy −= ;

г) 1
5

1 −= xy ; ґ) 3
6 −=
x

y ;  д) у = |x2 – 2|.
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429. Обчисліть:

а) 
15

7

15

2

10

1

5

1
2:1 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +− ; б) 

4

3

3

2

20

1

5

2
1 +⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + ;

в) ;512:1
5

4

3

2

3

2 ⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − − г) 

8

1

3

1

4

3

2

1

8

7
:5: −+− .

430. З молока виходить 20 % вершків, а з вершків —  25 %
масла. Скільки треба молока, щоб одержати 10 кг
масла?

431. Знайдіть корені квадратного тричлена:
а) 2х2 + 7х – 30;     б) х2 – 5х + 6; в) 4х2 – 5х + 3;
г) 7х2 – 5х – 2;     ґ) х2 – 6х – 55; д) х2 + 10х + 25.

432. Виділіть з поданого тричлена квадрат двочлена:
а) х2 – 6х + 15;     б) х2 + 8х + 8; в) х2 + 5х + 6;

г) х2 – х – 1;     ґ) 5х2 – 10х + 8; д) 9 + 2х – 3х2.

§11. КВАДРАТИЧНА ФУНКЦІЯ

Функцію, яку можна задати формулою у ===== ах2 + bх + с, де
а ≠≠≠≠≠ 0, b, с —  довільні числа, а x — аргумент, називають квад�
ратичною (або квадратною) функцією.

Приклади квадратичної функції: у = х2, у = – х2, у = х2 + 3,
у = (х + 4)2. Їх графіки — однакові параболи, але по�різному
розміщені на координатній площині. Графік функції у = ах2 —
теж парабола; її вершина лежить у початку координат, а
вітки напрямлені вгору, якщо а > 0, або вниз, якщо а < 0.

Графіки функцій у ===== ах2 + bх + с і у ===== ах2 — однакові
параболи, які можна сумістити паралельним
перенесенням.

Покажемо це: ax2 + bx + c = ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++
a

c

a

b
xxa 2 =
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 = =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−+⋅+

a

c

a

b

a

b

a

b
xxa

2

2

2

2
2

442
2

= .
4

4

24

4

2

22

2

22

a

acb

a

b

a

acb

a

b
xaxa

−− −⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +

Оскільки а ≠ 0, b, c — числа, то і ,
2a

b
 і 

a

acb

4

42 −
 — числа.

Позначивши їх буквами m і n, матимемо тотожність:

ах2 + bх + с = а(х + m)2 – п.

Отже, функцію у = ах2 + bх + с можна
подати у вигляді у = а(х + m)2 – п. На�
приклад, функцію у = 3х2 – 12х + 8 мож�
на записати так: у = 3(х – 2)2 – 4.

З § 10 відомо, що графік функції
у = а (х + т)2 можна одержати за допомо�
гою паралельного перенесення на |т| оди�
ниць вздовж осі х графіка функції у = ах2.

Якщо графік функції у = а(х + т)2 пе�
ренесемо на |п| одиниць уздовж осі у, то одер�
жимо графік функції у = а (х + m)2 – n.
Отже, за допомогою двох паралельних
перенесень графіка функції у = ах2 утво�
риться графік функції у = а(х + m)2 – n, а
звідси і даної функції у = ах2 + bх + с. На�
приклад, щоб побудувати графік функції
у = 3х2 – 12x + 8, або у = 3(х – 2)2 – 4, потрібно графік функції
у = 3х2 перенести в напрямку осі х на 2 одиниці (мал. 85),
після чого криву II зсунути на 4 одиниці вниз. Утворена кри�
ва III — графік даної функції.

З наведених міркувань випливає, що графік функції
у = ах2 + bх + с — парабола y = a(x + m)2 – n. Координати її
вершини –m i –n, тобто

a

b

2
−  і 

a

acb

4

42 +−
.

Щоб побудувати графік функції у = ах2 + bх + с, треба знай�
ти координати вершини параболи і ще кількох її точок, по�

Мал. 85
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значити їх на координатній площині й провести через них
плавну лінію. Можна скористатись іншим способом: спочат�
ку побудувати графік функції у = ах2 + bх, а потім підняти
або опустити його на |с| одиниць. Графік функції у = ах2 + bх,
або у = х(ах + b), будувати неважко, оскільки він перетинає

вісь абсцис у точках х = 0 і 
a

b
x −= .

Приклад. Побудуйте графік функції у = 2х2 + 4х + 3.

✔  Р о з в ’ я з а н н я. Графік функції
у = 2х2 + 4х, або у = х (2х + 4), перетинає вісь
х у точках х = 0 і х = –2. Позначимо їх
(мал. 86). Ці точки симетричні відносно осі
параболи, яку маємо побудувати, тому абс�
циса її вершини х = –1. Ордината дорівнює
2 ⋅ (–1)2 + 4 ⋅ (–1) = – 2. Позначаємо точку з
координатами (–1; –2). Через позначені три
точки проходить графік І функції у = 2х2 + 4х.
Переносимо його на 3 одиниці вгору і маємо
графік II даної функції у = 2х2 + 4х + 3.

Проаналізуємо, які властивості має функ�
ція у = ах2 + bх + с.

Графік даної функції — парабола. Нехай її вершина — точ�
ка M (m; n), тобто

a

b
m

2
−= , 

a

D
n

4
−= , де D = b2 – 4ac.

Якщо а > 0, то вітки параболи спрямовані вгору. Тоді:
1) область визначення функції — уся множина R;
2) область значень — промінь [n; ∞);
3) якщо x < m, то функція спадає, при x > m — зростає;
4) якщо D > 0, то функція має два нулі: x1 і x2;
5) на проміжку (x1; x2) значення функції від’ємні, на про�

міжках ( –∞; x1) і (x2; ∞) — додатні.
Якщо а < 0, то вітки параболи напрямлені вниз і власти�

вості 2), 3), 5) слід формулювати інакше. Спробуйте зробити
це самостійно.

Мал. 86
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Графік кожної квадратичної функції — парабола. Розглянемо
деякі властивості цієї кривої.

Парабола — геометричне місце точок, рівновіддалених від
даної точки і даної прямої. Проілюструємо це твердження на при+
кладі функції у = х2. Розглянемо точку F (0; 0,25), пряму l, рівняння
якої y = –0,25, і довільну точку М (х; х2) на даній параболі (мал. 87).
Нехай перпендикуляр МР до прямої l перетинає вісь абсцис у точці Н.
Покажемо, що FM = МР.

Обчислимо FM за формулою відстані між двома точками:

FM = 22222 )25,0()25,0( +=−+ xxx  = х2 + 0,25.

Оскільки МР = МН + НР = х2 + 0,25, то при кожному значенні х
MF = МР.

Точку F і пряму l, які мають такі властивості, називають фокусом і
директрисою даної параболи. Кожна парабола має один фокус і одну
директрису.

P

F H

M

l

–1

–1

1
x–0,25

1

2

y

Цікавою і дуже важливою є ще одна властивість параболи. Оскіль+
ки трикутник FМР рівнобедрений, то ∠1 = ∠2 = ∠3 (мал. 88). Тому
промінь, який виходить з фокуса F, падає на ділянку параболи побли+
зу точки М так, що кут падіння (∠1) дорівнює куту відбивання (∠3).
Отже, відбитий промінь паралельний осі Оу. Якщо осьовий переріз
угнутого дзеркала має форму параболи, то всі промені, відбившись
від такого дзеркала, не розсіюються, а йдуть паралельним пучком.
Цю властивість параболи використовують у прожекторах, які мають
освітлювати далекі предмети. І навпаки: якщо на таке дзеркало пада+
ють промені, паралельні його осі Оу, то, відбиваючись, усі вони про+
ходять через фокус F. У результаті фізичне тіло, що розташоване біля
фокуса F, може сильно нагріватися.

Мал. 87 Мал. 88
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1. Які функції називають квадратичними?
2. Як називають лінію, що є графіком квадратичної

функції?
3. Укажіть властивості функції у = ах2 + bх + с.
4. Які координати вершини параболи — графіка функції

у = aх2 + bх + с?
5. За якої умови графік функції у = aх2 + bх + с перетинає

вісь х?
6. Укажіть нулі функції у = ах2 + bх.
7. Як побудувати графік функції у = aх2 + bх + с?
8. Чим різняться графіки функцій у = aх2 + bх + с і у = ах2?
9. За якої умови графік функції у = aх2 + bх + с:

а) напрямлений вітками вгору;  б) напрямлений вітками
вниз; в) дотикається до осі абсцис; г) перетинає вісь абсцис?

1. Чи перетинає графік функції у = 5х2 + х + 3 вісь абсцис?
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Якщо графік функції перетинає вісь

абсцис в якійсь точці, то значення функції в цій точці дорів�
нює 0. Задача зводиться до іншої: чи має розв’язки рівняння
5х2 + х + 3 = 0? Його дискримінант D = 1 – 60 < 0, тому рівнян�
ня не має розв’язків.

В і д п о в і д ь. Не перетинає.

2. Графік функції y = 2х2 – 7х + n перетинає вісь ординат у
точці у = 5. У яких точках він перетинає вісь абсцис?
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Точка з координатами 0 і 5 належить

графіку. Тому має виконуватися рівність 5 = 0 – 0 + n, звідси
n = 5. Отже, йдеться про функцію у = 2х2 – 7х + 5. Знайдемо її
нулі: 2х2 – 7х + 5 = 0, D = 49 – 40 = 9, х1 = –1, х2 = –2,5.

В і д п о в і д ь. У точках A (–2,5; 0) і B (–1; 0).

3. Побудуйте графік функції у = 2x2 – 4х – 3.
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Побудуємо спочатку графік про�

стішої функції у = 2х2 – 4x = 2x(х – 2). Він перетинає вісь х у
точках O (0; 0) і В (2; 0) (мал. 89). Вони  симетричні відносно
осі параболи, яка проходить через середину відрізка ОВ. Тому
вершиною параболи є точка з абсцисою х = 1 і ординатою
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y (1) = 2 ⋅ 12 – 4 ⋅ 1 = –2. Позначимо цю
точку M (1; –2) і проведемо через неї
вісь.

Позначимо контрольну точку
K (–1; 6) та симетричну їй відносно осі
параболи точку K1 (3; 6).

Сполучимо плавною лінією від�
мічені точки й одержимо графік
функції у = 2x2 – 4x (крива І).

Потім перенесемо графік функції
 у = 2x2 – 4x  на 3 одиниці вниз і мати�
мемо графік функції  y = 2x2 – 4x – 3
(крива II).

433. Укажіть найважливіші властивості функції y = 2х2.

434. Укажіть нулі функції:
а) у = 2х2; б) у = х2 – 7х;  в) у = х2 – 9.

435. На малюнку 90 зображено графік функції у = ах2 + bх + с.
Укажіть:
а) область визначення функції і знак
коефіцієнта а;
б) абсцису й ординату вершини пара�
боли;
в) нулі функції;
г) проміжки, на яких функція зростає,
на яких — спадає;
ґ) проміжки, на яких значення
функції додатні, від’ємні;
д) найменше значення функції.

436. Знайдіть координати вершини параболи:
а) у = (х – 3)2; б) у = 2 (3 – x)2;

в) у = (х – 5)2 + 2; г) у = 2 (5 – x)2 – 3;

ґ) у = 2 (х + 1)2 + 1; д) у = –2 (x – 1)2 – 3.

Мал. 89

Мал. 90
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437. Відгадайте ребус (мал. 91).

Мал. 91

Мал. 92

а б в

Побудуйте графік функції (438—439).

438. а) у = 2х2, у = 0,5х2, у = 2х2 + 1;

б) у = – 2х2, у = – 0,5х2, у = – 0,5х2 – 2.

439. а) y = (х – 1)2; б) y = х2 – 2х + 1;

в) y = х2 – 6х + 9; г) y = х2 + 4х + 4.

440. В яких точках вісь х перетинається з графіком функції:

а) у = x (х – 2); б) у = –x (3x + 5);

в) y = х2 – 2х; г) у = 3х2 + 5х;

ґ) у = 2x2 – 6x; д) у = – 3x2 + 4x?

441. На мал. 92, а, б, в дано графіки квадратичних функцій.
Знайдіть для кожної з них за графіком:
а) знак дискримінанта;
б) знак першого коефіцієнта;
в) координати вершини параболи;
г) нулі функції;
ґ) проміжки, на яких функція зростає, спадає.

442. Знайдіть координати вершини параболи — графіка
функції:
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а) у = х2 + 4; б) у = 2х2 – 6; в) у = х (х – 4);
г) у = х (2х + 6); ґ) у = х2 + 4х; д) y = – 8x – 3x2.

443. Побудуйте графік функції:
а) у = (x – 1)2 + 2; б) y = (х + 2)2 + 1;
в) у = (x + 4)2 + 2; г) у = (x – 4)2 – 3.

444. Побудуйте параболу, виділивши квадрат двочлена:
а) у = х2 + 4х + 5; б) у = х2 – 6х + 5;
в) у = х2 – 2х – 1; г) у = 1 + 4x – x2;
ґ) у = 4х2 – 4х + 5; д) у = 5х2 + 10х + 4.

Побудуйте графік функції (445—446).
445. а) у = х2 – 2х + 5; б) у = х2 + 2х – 3;

в) у = х2 + 2х + 4; г) у = х2 – 2х – 3.
446. а) у = х2 – 2х – 8; б) у = х2 – 4х – 5;

в) у = х2 + 2х + 6; г) у = х2 – 4х + 3.
447. Точка M (3; 5) є вершиною параболи у = х2 + mх + n.

Знайдіть m і n.
448. Знайдіть р і q, якщо графік функції у = х2 + рх + q прохо�

дить через точки Р (1; 4); Q (– l; 10).
449. Графік функції у = х2 – 5х + с перетинає вісь у в точці

А (0; 4). У яких точках він перетинає вісь х?
450. Графік функції у = х2 – 3х + с перетинає вісь у в точці

А (0; 3). Чи перетинає він вісь х?
451. Побудуйте графік функції, вкажіть проміжки, на яких

функція зростає (спадає):
а) у = х (х – 2); б) у = х (5 – х); в) у = x2 – 6х;
г) у = 2х – х2; ґ) у = 3х2 + 12x; д) у = х – 2х2.

452. При яких значеннях аргументу дана функція має най�
менше значення:
а) у = х (х – 6); б) у = (х – 3)2 + 1; в) у = х2 + 2x?

Не будуючи графіка функції, виконайте завдання (453—454).
453. При якому значенні с графік функції у = х2 – 5х + с:

а) проходить через початок координат;
б) дотикається до осі х;
в) перетинає вісь х у точці  А (3; 0);
г) перетинає вісь у в точці В (0; –5)?
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454. При якому значенні b графік функції у = х2 + bх + 4:
а) дотикається до осі х;
б) не має спільних точок з віссю х;
в) перетинає вісь х у точці А (4; 0);
г) перетинає вісь х у точках, відстань між якими дорів�
нює 3?

Побудуйте графік квадратичної функції (455—461).

455. а) y = x2 + x + 1; б) y = x2 – (x + 2);

в) у = х2 – х + 1; г) у = х(х + 1) – 3.

456. а) у = –х2 + 3х + 1; б) у = 1 – 2х – х2;

в) у = –х2 – 2х + 3; г) у = 4х – (х2 – 1).

457. а) у = 1 + x – х2; б) у = 2 + х (1 – х);

в) у = 4 – x – х2; г) у = 3 – x (х – 2).

458. а) у = (х – 1) (х + 2); б) у = (х – 2) (х + 3);

в) у = (х + 2) (х – 3); г) у = 2(3 + х) (x – 1).

459. а) у = (2х – 1)2 + 3; б) у = 1 – (х + 3)2;
в) у = (0,5х + 2)2– 3; г) у = 4(0,5х + 1)2 – 1.

460. а) у = 3х2 + 3х – 1; б) у = 2х2 – 4х + 5;

в) у = – 3х2 + 6х – 1; г) у = –х2 + х – 3.

461. а) у = 0,5х2 – х + 2; б) у = 0,3х2 – 0,6х + 1;

в) 1
3

1

3

1 2 +−= xxy ; г) 
3

2

3

1 2 ++= xxy .

462. Знайдіть проміжки зростання і спадання функції:

а) у = х2 + 2х; б) у = 1 – х2; в) у = х2 – 4x + 3;

г) у = х (х + 4); ґ) у = (1 – x)2; д) у = х2 + х + 1.

463. При яких значеннях х дана функція має найменше зна�
чення:

а) у = х2 – 6х + 9; б) у = х2 + 4x + 7;

в) у = 4х2 – 12x – 3; г) у = 4x2 – 4x + 1?

464. Знайдіть найбільше значення функції:

а) у = 3 – (х – 2)2; б) у = – 0,25 (х + 5)2;

в) у = 6х – x2 – 10; г) у = –5x2 + 4x + 1.

pidruchnyk.com.ua



Р о з д і л  2112

465. а) Найменше значення функції у = х2 – 6х + с дорівнює
–5. Побудуйте її графік.

б) Найбільше значення функції у = с + 4х – 4х2 дорівнює 4.
Побудуйте її графік.

466. Знайдіть координати точок перетину графіків функцій:

а) у = х2  і  у = (х – 4)2;

б) у = 2x2  і  y = –х2 + 3;

в) у = 3х2 + 7  і  у = 3х2 + 2х + 1.

467. Знайдіть відстань між вершинами парабол, що є графі�
ками функцій:

а) у = (х – 3)2  і  у = (х – 3)2 + 7;

б) у = x2  і  у = (x + 5)2;

в) у = х2 – 2х + 5  і  у = х2 – 2х – 4;

г) у = х2 + 4х + 5  і  у = –х2 – 4х – 5.

468. Знайдіть відстані від вершини параболи, рівняння якої
y = х2 – 6х + 13, до осей х, у і початку координат.

469. Знайдіть значення b, якщо графік функції у = х2 + bх
симетричний відносно прямої х = 3.

470*. Побудуйте графік функції:

а) у = |x2 – 4x + 3|; б) у = |x2 + x – 6|;

в) у = |x2 + 4x| + 3; г) у = |6x| – x2 – 5.

471. Задача Дж. Кардано. Знайдіть геометричною побудо�
вою додатний корінь рівняння х2 + 6х = 91.

472. Замініть букви цифрами, щоб виконувалася рівність:
ПАРА + ПАРА = БОЛА.

Скільки різних розв’язків має задача?
Розв’яжіть нерівність (473—474).

473. а) 2 (x + 7) + 3 (1 – 2х) ≥ 1; б) 3 (3х – 2) – 4 (х + 1) < 2x;

в) 2 (x + l) ≥ 3 – (l – 2x); г) 3х – 0,5 (1 – 3х) ≤ 2,5 (x – 3).

474. а) (x – 1)(2 – х) > 0; б) (3 + х)(x + 7) < 0;

в) (3 – х)(5 + x) ≤ 0; г) (5 – x)(1 – х) ≥ 0.
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475. Скільки коренів має рівняння:

а) |x – 1| + |x + 2| = 5; б) |х – 1| + |x + 2| = 3;

в) |х – 1| + |х + 2| = 2; г) |х – 1| + |x + 2| = 0?

§12. КВАДРАТНІ НЕРІВНОСТІ

Якщо лівою частиною нерівності є вираз ах2 + bх + с,
де а ≠≠≠≠≠ 0, b, с — дані числа, а правою — нуль, то її назива"
ють квадратною нерівністю.

Приклади квадратних нерівностей:
х2 – 5х + 3 < 0, 2x2 + 4 ≤ 0, –3х2 + 2х ≥ 0, –х2 + 3х + 7 > 0.
Такі нерівності зручно розв’язувати за допомогою графіків

квадратичних функцій.

Приклад 1. Розв’яжіть нерівність х2 – 6х + 5 < 0.
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Побудуємо

графік функції у = х2 – 6х + 5
(мал. 93). Її нулі — числа 1; 5.
Від’ємні значення ця функція має
тільки в тому разі, якщо змінна х
належить проміжку (1; 5). Це і є
множина розв’язків даної не�
рівності.

В і д п о в і д ь. (1; 5).
Зрозуміло, що для розв’язуван�

ня таких нерівностей будувати точ�
но графіки квадратичних функцій не обов’язково. Досить ви�
значити напрям віток параболи і точки перетину графіка
з віссю х (якщо вони існують).

Приклад 2. Розв’яжіть нерівність –х2 + 2х + 3 ≤ 0.
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Графік функції у = –х2 + 2х + 3 пере�

тинає вісь х у точках з абсцисами –1 і 3; вітки параболи
напрямлені вниз. Тому схематично графік функції можна
зобразити, як показано на малюнку 94. Значення функції
недодатні за умови, що х належить проміжку (– ∞; –1] або
[3; ∞).

Мал. 93
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Отже, множина розв’язків даної нерівності — об’єднання
цих проміжків. Оскільки об’єднання множин прийнято по�

значати символом � , то відповідь можна записати так:

( ∞; –1] �  [3; ∞).

Приклад 3. Розв’яжіть нерівність х2 + х + 1 < 0.
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Дискримінант рівняння х2 + х + 1 = 0

від’ємний, тому графік функції у = х2 + х + 1 з віссю х не має
спільних точок. Вітки графіка напрямлені вгору (мал. 95).
Отже, при кожному значенні х значення функції у = х2 + х + 1
додатне.

В і д п о в і д ь. Нерівність розв’язків не має.

Приклад 4. Розв’яжіть нерівність (х + 4) (х + 1) > 0.
✔ Р о з в ’ я з а н н я. Вираз (х + 4)(х + 1)

тотожно дорівнює деякому квадратному
тричлену з додатним коефіцієнтом при х2.
Отже, графік функції у = (х + 4)(х + 1) —
парабола, вітки якої напрямлені вгору і
яка перетинає вісь х у точках з абсцисами
–4 і –1 (мал. 96). Значення функції додатні,
якщо  х < –4 або х > –1.

В і д п о в і д ь. (– ∞; –4) � (–1; ∞).

Оскільки нерівність 0
1

4 >
+
+

x

x
 рівносильна нерівності

(х + 4) (х + 1) > 0, то таким способом (графічно) можна роз�
в’язувати і найпростіші дробово�раціональні нерівності.

Мал. 94 Мал. 95

Мал. 96
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Щоб розв’язати квадратну нерівність за допомогою
графіка, потрібно:
а) визначити напрям віток параболи за знаком першо"
го коефіцієнта;
б) знайти корені відповідного квадратного рівняння,
якщо вони є;
в) побудувати ескіз графіка квадратної функції;
г) за графіком визначити проміжки для х, на яких
нерівність правильна.

Спосіб,  яким розв’язують квадратні нерівності, можна поши+
рити на багато інших видів нерівностей.

Приклад. Нехай треба розв’язати нерівність (х – 1) (х – 2) (х + 5) < 0.
Ця вправа рівносильна такій. При яких значеннях х значення функції
y = (х – 1) (х – 2) (х + 5) від’ємні?

Щоб відповісти на поставлене запитання, знайдемо спочатку нулі
функції: 1, 2 і –5. Вони розбивають область визначення функції на
чотири проміжки: (–∞; –5), (–5; 1), (1; 2) і (2; ∞). На кожному з цих
проміжків кожний із множників добутку (х – 1)(х – 2)(х + 5) має пев+
ний знак. Подамо їх і знак усього добутку в такій таблиці.

Схематично графік функції у зображено на малюнку 97.

Множник

х – 1

х – 2

х + 5
у

( –∞; –5)          (–5; 1)                (1; 2)                (2; ∞)

   –                   –                   +                   +

    –                          –                          –                          +

  –                          +                          +                          +

    –                          +                          –                          +

Мал. 97

Отже, функція набуває від’ємних значень на проміжках (– ∞; –5) i (1; 2).

В і д п о в і д ь. Множина розв’язків нерівності (–∞; – 5) �  (1; 2).

У розглянутому прикладі проміжки, на яких значення функції до+
датні, чергуються з тими, на яких значення функції від’ємні. Однак це
не завжди так.
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Розв’яжемо нерівність  (х + 1)2 (х + 3)(х – 5) ≥ 0.
Ліва частина нерівності дорівнює нулю, якщо значення х дорівнює

–3, –1 або 5. Склавши відповідну таблицю, переконуємося, що значення
лівої частини нерівності від’ємні на сусідніх проміжках (–3; –1) і (–1; 5).
Отже, множина розв’язків даної нерівності (–∞; –3] �  [5; ∞) �  {–1}.

Схематично графік функції y = (х + 1)2 (х + 3) (х – 5) показано на
малюнку 98.

Розглянутий спосіб розв’язування нерівностей — це окремий ви+
падок загального методу інтервалів. Докладніше з ним ви ознайоми+
тесь у старших класах.

–2–4 1 2 3 4 x
–1

1
2

–2

y

Мал. 98

1. Сформулюйте означення квадратної нерівності.
2. Наведіть приклади квадратних нерівностей.
3. Яким символом позначають об’єднання двох множин?
4. Скільки розв’язків може мати квадратна нерівність?
5. Наведіть приклади квадратних нерівностей, які:

а) не мають жодного розв’язку;
б) мають тільки один розв’язок;
в) задовольняють усі дійсні числа.

Розв’яжіть нерівність:

а) х2 + 3х < 0; б) z2 – 3z – 2 ≤ 0; в) t2 + t + 1 > 0.

✔ Р о з в ’ я з а н н я. а) Графік
функції у = х2 + 3х перетинає вісь абс�
цис у точках х = 0 і х = –3, вітки парабо�
ли напрямлені вгору. Зобразимо графік
схематично (мал. 99); множина роз�
в’язків нерівності — проміжок (–3; 0). Мал. 99
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б) Знайдемо корені рівняння z2 – 3z – 2 = 0.

D = 9 – 4 ⋅ 1 ⋅ (–2) = 17;  
2

173
1

−=z , 
2

173
2

+=z .

Вітки параболи напрямлені вгору, тому шукана множи�

на розв’язків нерівності ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

2

173

2

173
; .

в) D = 1 – 4 ⋅ 1 ⋅ 1 < 0. Коефіцієнт при t2 додатний, тому вітки
параболи напрямлені вгору. Вся вона розміщена у верхній
півплощині. Отже, множина розв’язків нерівності — вся
множина R.

В і д п о в і д ь. а) (– 3; 0);  б) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

2

173

2

173
; ;  в) R.

476. Назвіть квадратні нерівності:

а) х2 – 5х + 6 < 0; б) 3х2 + 6 ≤ 0;

в) –2х2 – 5х + 7 ≤ 0; г) х3 – 2х + 6 ≥ 0;

ґ) ;03
12 ≥++
x

x д) .024
3

2

<++ x
x

477. Визначте напрям віток графіка функції:

а) у = 4х2 – 16х + 5; б) у = – х2 + 4х + 3; в) у = 3х2 – 7;

г) у = 6х2 + 5х; ґ) у = 7 – 4х – х2; д) у = 5 + 7х –5х2;

е) у = 3х (х – 4); є) у = –х (х + 3); ж) y = (x – 1) (2 – x).

478. Чи перетинає вісь абсцис графік функції:

а) у = х2 – 2х + 3;   б) у = –х2 + 7х – 5; в) у = 3х2 – x;

г) y = 3x2 – x + 3;   ґ) y = 5x2 + 3x – 1; д) у = x (7x – 1)?

479. Чому не має розв’язків нерівність:
а) 3х2 < –3; б) (x – 2)2 + 1 ≤ 0; в) 3х2 – x + 1 < 0;
г) –x2 ≥ 2; ґ) – (1 – x)2 > 0; д) 2x2 < x – 1?
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480. Зобразіть на координатній прямій об’єднання
проміжків:

а) (– ∞; 2] �  [3; ∞); б) (–4; 3) �  (4; 7];

в) [2; 4] �  (5; 7); г) (– ∞; 3] �  (3; 7);

ґ) [–4; 2] �  [2; 3); д) (– ∞; 1) �  (1; 4).

Розв’яжіть нерівність (481—487).

481. а) x2 – 4x < 0;      б) x2 + 6x ≤ 0; в) z2 + 6z – 7 ≤ 0;

г) 6x2 – x > 0;      ґ) 2x2 + 7x ≥ 0; д) у2 – 4у – 5 < 0.

482. а) х2 – 6х + 9 > 0; б) у2 – 8у + 16 < 0;

в) х2 + 4х + 4 ≤ 0; г) ;025,02 ≤++ zz

ґ) x2 > 2x – 1; д) у2 ≥ 4у – 4.

483. а) х2 ≤ 3х – 2; б) t2 + 9 < 6t;

в) х2 – 4х + 3 > 0; г) х2 + 10х + 25 ≥ 0;

ґ) 9x2 + 6x + 1 ≤ 0; д) х2 – 2х + 9 < 0.

484. а) 2х2 – 3х + 1 ≥ 0; б) x2 + 8 < 6x;

в) 0,5х2 – х – 2 > 0; г) y2 – 4y < 12;

ґ) –x2 + 3x – 2 > 0; д) 11z ≥ z2 + 18.

485. а) 2 – 3y ≤ y2; б) 12x – 36 < x2;

в) 3z2 ≤ 5z + 12; г) 4x (x + 1) < 15;

ґ) –2x2 > 2x + 3; д) 6(t2 + 1) < 13t.

486. а) х (х – 3) < –2; б) 2 (z2 + 5) > 9z;

в) х (2 – х) ≥ 4; г) 8 – (5 – у)2 > 3у;

ґ) (х – 3)(х + 5) > 0; д) (х + 2)(х + 7) < 0.

487. а) (х + 7)(х – 1) ≥ 0; б) (х – 3)(х – 5) ≤ 0;

в) (х – 2)(х + 3) < 0; г) (a + 2)(a – 5) ≤ 0;

ґ) (t + 3)(t + 4) ≥ 0; д) (2 – с)(3 – с) ≥ 0.

488. При яких значеннях х значення функції у = х2 + 3х
від’ємні, а при яких — додатні?

489. При яких значеннях х значення функції у = f(x) додатні,
а при яких — від’ємні, якщо:
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a) f(x) = х2 – 4; б) f(x) = 9 – х2;

в) f(x) = х2 + 6х – 7; г) f(x) = 3 + 2х – х2?

490. Знайдіть область визначення функції:

а) 42 −= xy ; б) ;1 2xy −= в) ;452 +−= xxy

г) ;42 xxy −= ґ) ;12 2 += xy д) .442 +−= xxy

491. Знайдіть цілі розв’язки нерівності:
a) х2 + 5х – 6 < 0;   б) х2 – 5х – 6 ≤ 0; в) х2 – х – 6 < 0;
г) 6 – х2 ≥ х;     ґ) х2 + 2х – 8 > 0; д) х2 – 4х + 4 ≤ 0.

Розв’яжіть нерівність (492—496).

492. а) (2 – х) (3 – х) ≤ 2; б) (х + 4) (х – 5) < 10;

в) (1 – z) (2 + z) > 2; г) (х + 2) (х + 3) ≥ 10x;

ґ) (3 – 2х) (х + 1) ≤ 2; д) 3(х2 + 1) ≤ 5х + 1.

493. а) 2(х – 3) (1 – 2х) > 6; б) 4(х2 – 9) > х + 3;

в) х (х – 2) > 2 – 3х2; г) 1 – х > 2 (x2 + 1);

ґ) –x(2 – х) ≤ 5 – 4x2; д) 3 – х < 3 (х2 + 3).

494. а) ;0
2

3 <
+
−

x

x
б) ;0

7

2 >
−
+

x

x
в) ;0

52

4 >
+

−
x

x

г) ;0
3

12 <
−
−
x

x
ґ) ;0

25

23 <
−

−
x

x
д) .0

23

14 >
−

−
z

z

495. а) ;1
3

1 <
+
−

x

x
б) ;5

1

4 >
−
+

x

x
в) ;3

52

13 >
+
−

x

x

г) ;2
23

47 ≥
−

+
x

x
ґ) ;3

2

2

x
x

x −≤
−

д) .
10

8

2

2

x

x

x −
−

−
≥

496. а) ;0
7

5 ≥
+
+

x

x
б) ;0

3

2 ≤
−
−

x

x
в) ;0

1
≤

− x

x

г) ;1
7

12 <
−
+

x

x
ґ) ;1

31

3 ≤
+
+

x

x
д) .1

1

15 ≥
−
−
x

x
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497. Розв’яжіть нерівність:

а) (3х – 1) (x + 3) > x(1 + 5x);

б) (х – 2) (x + 2) + x(x + 7) ≤ 0;

в) (x + 4) (2x – 3) – (5x – 6) (x – 3) ≥ 10;

г) (х – 4) (3x + 1) < (2x – 6) (x – 2) + 4.

Розв’яжіть нерівність методом інтервалів (498—502).

498. a) (x2 – 3x + 2) (x + 7) ≥ 0;

б) (х2 – 16) (х2 – 25) < 0;

в) (х4 + х2 + 1)(х – 1) (х + 3) < 0.

499. a) (х – 3)(х + 2)(x2 + 4х + 5) ≤ 0;

б) (х2 – 1) (х2 – 5x + 6) ≤ 0;

в) (х2 – 3х – 4)(х2 – 2х – 15) > 0.

500. a) (х2 – 1) (3х – 2x2 + 5) ≥ 0;

б) (х2 + 3х – 10) (4 – х2) < 0;

в) (х2 – 6х + 9) (х2 – 9) > 0.

501. a) ;0
32

853
2

2

≤
−+

−+

xx

xx
б) 

214

32 2 x

x

x ≥
−
−

; в) .
1623

38
2

1
−

−

−
>

xx

x

502. a) ;0
2

2

5211

295 >
−−

−−

xx

xx
б) 

43

34
2

4
−−

−>
xx

x ; в) .2
1

1
x

x

x <
−
+

503. При яких значеннях х значення функції y = 2х + 2 більше
за відповідне значення функції:

а) у = х2 – 3х – 4; б) у = 4x2 + 9х – 13?

504. Знайдіть область визначення функції:

а) 278 xxy −+= ; б) 
2253 xxy −−= ;

в) 
2

2

54

4

xx

x
y

−+

−= ; г) 
432

2

−−

−
=

xx

xx
y ;

ґ) 
96

5
2

23 2525
++

−+−−=
xx

xxxy .
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505. При яких значеннях b не має розв’язків нерівність:
а) х2 + 2bx + 1 < 0; б) bх2 + 6х + 1 > 0;

в) (b – 1)x2 + 3b > 2bх; г) b(x2 + 1) ≤ 2bx + 9?

506. При яких значеннях т кожне дійсне число задовольняє
нерівність:
а) х2 – mх + 4 > 0; б) х2 – 6х + m ≥ 0;

в) mx2 + m + 3 < 4х; г) mx2 + 4x + 2m < 1?

Розв’яжіть систему нерівностей (507—508).

507. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−−
<−

;06
,04

2

2

xx
xx б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+−
>−

.0352
,014

2

2

xx
x

508. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+
>−

;1128
,23

2

2

xx
xx б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤+
>+

.523
,413

2

2

xx
xx

509. Розв’яжіть подвійну нерівність:

а) 0 < х2 – 5х < 6; б) 1 < х2 + 2 < 3х;

в) х < 2х + 3 < х2; г) 3 < х2 – 2х + 3 < х2.

510. Розв’яжіть графічно нерівність:

а) х2 < х + 2; б) (х – 2)2 ≥ |х|;

в) xx +< 12 2 ; г) .5,32 xxx ≥−

511. Кільцевим маршрутом їздять два автобуси з інтервалом у
50 хв. Скільки додаткових автобусів треба вивести на мар�
шрут, щоб скоротити інтервал руху на 60 %?

512. Йдучи на день народження, гості придбали спільний
подарунок на суму 260 грн. Якби їх було на 3 особи
більше, то внесок кожного був би на 6 грн. меншим.
Скільки осіб було запрошено на день народження?

Спростіть вираз (513—514).

513. а) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅ yxyx 22

2

1
9 ; б) ).24( 323

2

1
baab −⋅⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −

514. а) 
b

aba

ab

ba

3

24 222

:
−−

; б) .
62

9

9

2

2

3

:
−

−

−

+
y

x

y

xx
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§13. СИСТЕМИ РІВНЯНЬ
ДРУГОГО СТЕПЕНЯ

З поняттям «система рівнянь» ви ознайомилися в 7 класі.
Тоді розглядалися системи двох лінійних рівнянь з двома
змінними та способи їх розв’язування. На практиці часто
доводиться розглядати системи, що містять рівняння дру�
гого степеня.

Приклади рівнянь другого степеня з двома змінними:

х2 + 5у2 = 9,   8z – t2 = 12,   0,5ху + у = 0.
Кожне з таких рівнянь має дві змінні та принаймні один

член другого степеня відносно цих змінних. Тобто або одну
змінну в квадраті, або добуток двох змінних.

А, наприклад, рівняння

х – 2у = 0,   5х2у + 10 = 0,    x2z2 – х2 + z = 0 —
першого, третього і четвертого степенів.

Якщо одне з рівнянь системи —  другого степеня з дво"
ма змінними, а друге —  рівняння з тими самими змінни"
ми другого або першого степеня, то таку систему
називають системою двох рівнянь другого степеня з
двома змінними.

Пригадаємо.
Розв’язком рівняння з двома змінними називається кожна

пара чисел, яка перетворює це рівняння в правильну рівність.
Розв’язком системи рівнянь називають спільний розв’я�

зок усіх її рівнянь.
Розв’язати систему рівнянь  означає знайти множину всіх

її розв’язків.
Наприклад, для рівнянь х2 + у – 5 = 0 і х – у + 3 = 0 спільни�

ми розв’язками є пари чисел (–2; 1) і (1; 4). Перевірте усно.
Інших спільних розв’язків ці рівняння не мають (мал. 100).

Отже, система 
⎩
⎨
⎧

=+−
=−+
03

,052

yx
yx  має два розв’язки, її задо�

вольняють дві пари чисел: (–2; 1) і (1; 4).
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Існують різні способи розв’язування
систем рівнянь. Основними серед них є:

• спосіб підстановки;
• спосіб алгебраїчного додавання;
• графічний спосіб.
Покажемо на конкретних прикла�

дах, як ці способи використовуються
до розв’язування систем рівнянь дру�
гого степеня.

Приклад. Розв’яжіть систему рівнянь:

а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=−

;10
,172

2

2

yx
yx б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−
;5

,22
2

22

yx
yx в) 

⎩
⎨
⎧

=
=+

.12
,2522

xy
yx

Р о з в ’ я з а н н я. а) Спосіб додавання. Додаємо рівняння
системи, маємо 3х2 = 27, звідси х2 = 9, х1 = 3, х2 = –3.

Оскільки х2 = 9, то з другого рівняння знаходимо:
у1 = у2 = 1.

Отже, система має два розв’язки: (3; 1) і (–3; 1).
б) Спосіб підстановки. Виразимо з другого рівняння х2

через у і підставимо його в перше рівняння:
2(у + 5) – у2 = 2, або у2 – 2у – 8 = 0.

За теоремою Вієта знаходимо корені: у1 = 4, у2 = –2.
Якщо у = 4, то х2 = 9, звідси х1 = 3, х2 = –3.

Якщо у = –2, то х2 = 3, звідси ,33 =x  .34 −=x

Отже, дана система рівнянь має 4 розв’язки: (3; 4), (–3; 4),

( 3 ; –2), ( 3− ; –2).

в) Графічний спосіб. Графіком
першого рівняння є коло з центром
у початку координат і радіусом
5 одиниць.

Графіком другого рівняння є

гіпербола 
x

y
12= . Побудуємо гра�

фіки цих рівнянь в одній системі
координат (мал. 101) і визначимо
координати точок їх перетину.

Мал. 100

–2
–2

–4

–4 1 3 5 x0

1

3

5

y

Мал. 101
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З графіка бачимо, що дана система рівнянь має чотири
розв’язки: (–4; –3), (–3; –4), (3; 4), (4; 3). Безпосередньою
підстановкою переконуємося, що це точні розв’язки даної
системи.

В і д п о в і д ь. а) (3; 1) і (–3; 1); б) (3; 4), (–3; 4), ( 3 ; –2),

(– 3 ; –2); в) (–4; –3), (–3; –4), (3; 4), (4; 3).

Для розв’язування деяких видів систем використовують спосіб
заміни змінних. Розв’яжемо цим способом такі системи

рівнянь:

  а) 
⎩
⎨
⎧

=++
=+

.
,

11
3022

yxyx
xyyx

б) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−
=−+−
.32)2(

,1)2(4
2

22

xyx
yxxx

  Р о з в ’ я з а н н я. а) 
⎩⎨
⎧

−=+
=+

,11
,30)(

xyyx
yxxy

 звідси xy(11 – xy) = 30.

Замінивши xy = а, матимемо з останнього рівняння а2 – 11а + 30 = 0.
Коренями цього квадратного рівняння є 5 і 6.
Якщо xy = 5, то x + y = 6; якщо xy = 6, то x + y = 5.
Маємо дві системи рівнянь:

⎩⎨
⎧

=
=+
5

,6
xy

yx
  і     

⎩
⎨
⎧

=
=+
.6

,5
xy

yx

Розв’язавши обидві системи, одержимо розв’язки заданої систе+
ми: а) (5; 1), (1; 5); (3; 2), (2; 3).

б) Сформуємо повний квадрат двочлена в першому рівнянні си+
стеми. Маємо:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−
=−+−−

,32)2(
,1)2(4)2(

2

22

xyx
yxx

  або 
⎩
⎨
⎧

=−−−
=−+−

.3)2()2(
,5)2()2(

2

22

yxx
yxx

Уведемо нові змінні: а = х – 2, b = х – 2у. Тоді задана система  мати+
ме такий вигляд:

⎩
⎨
⎧

=−
=+

.3
,5

2

22

ba
ba

                                                 (*)

Якщо від першого рівняння відняти друге, то одержимо квадратне
рівняння з однією змінною b2 + b = 2, яке має корені b1 = –2 і b2 = 1.

Підставимо ці значення b у систему (*) і знайдемо відповідні зна+
чення змінної а.
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Якщо b1 = –2, то а2 + 2 = 3, звідси а1 = –1 або а2 = 1.
Якщо b2 = 1, то а2 – 1 = 3, звідси а1 = –2 або а2 = 2.
Отже, розв’язками системи рівнянь (*) є такі пари чисел:

(–1; –2), (1; –2), (–2; 1), (2; 1).
Щоб знайти розв’язки заданої системи, потрібно перейти до

змінних х і у та розв’язати (можна усно) відповідні системи:

⎩
⎨
⎧

−=−
−=−

;22
,12

yx
x

    
⎩
⎨
⎧

−=−
=−

;22
,12

yx
x

   
⎩
⎨
⎧

=−
−=−

;12
,22

yx
x

 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

.12
,22

yx
x

Одержимо (1; 1,5), (3; 2,5), (0; –0,5), (4; 1,5).
В і д п о в і д ь. а) (5; 1), (1; 5); (3; 2), (2; 3);  б) (1; 1,5), (3; 2,5);

(0; –0,5), (4; 1,5).

1. Наведіть приклад рівняння другого степеня з двома
змінними.

2. Що є розв’язком рівняння з двома змінними?
3. Скільки розв’язків може мати рівняння з двома змінними?
4. Яка фігура є графіком рівняння: а) у = х2; б) х2 + y2 = 4;

в) (x – 1)2 + (y – 2)2 = 9; г) y2 = x?
5. Що таке система двох рівнянь другого степеня з двома

змінними?
6. Скільки розв’язків може мати система двох рівнянь

другого степеня з двома змінними?
7. Назвіть основні способи розв’язування системи рівнянь

другого степеня з двома змінними.

1. Розв’яжіть систему рівнянь:

а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=+

;11
,61

22

22

yx
yx

б) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−

.3
,2

2

2

xyy
xxy

✔ Розв’язанн я. а) Додамо почленно дані рівняння си�
стеми, маємо рівняння 2x2 = 72, корені якого –6 і 6. Підста�
вивши будь�яке з цих значень у друге рівняння даної системи,
матимемо 36 – у2 = 11. Корені цього рівняння –5 і 5. Отже,
система має чотири розв’язки: (6; 5), (–6; –5), (–6; 5) і (6; –5).
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б) Віднімемо почленно перше рівняння від другого:
y2 – 2ху + х2 = 1, або (у – х)2 = 1.

Звідси у – х = 1, або у – х = –1.
Якщо у – х = 1, то у = x + 1. Підставимо в перше рівняння

ху – х2 = 2 замість у вираз x + 1:
х(x + 1) – x2 = 2, x2 + x – х2 = 2, х = 2, тоді у = 2 + 1 = 3.
Якщо у – х = –1, то y = х – 1, і з першого рівняння ху – х2 = 2

маємо: х(x – 1) – x2= 2,  х2 – х – х2 = 2,  х = –2,  тоді  у = –2 – 1 = –3.
Отже, система має два розв’язки: (2; 3), (–2; –3).
В і д п о в і д ь. а) (6; 5), (–6; –5), (–6; 5), (6; –5);  б) (2; 3), (–2; –3).

2. Чи має розв’язки система рівнянь:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
−+=

?2
,22

2

2

xy
xxy

✔ Р о з в ’ я з а н н я. Побудуємо в
одній системі координат графіки
обох рівнянь. Це параболи, які пе�
ретинаються у двох точках (мал.
102). Отже, система рівнянь має два
розв’язки.

В і д п о в і д ь. Система рівнянь
має два розв’язки.

515. Чи є розв’язком рівняння х2 – 3х = у пара чисел:
а) (0; 0); б) (3; 0); в) (0; 3);
г) (– 3; 0); ґ) (0; – 3); д) (3; 3)?

516. Чому не має розв’язків рівняння:
а) х2 + у2 + 4 = 0; б) x2 + у2 = 2ху – 3?

517. Чи є пара чисел (0; 2); (1; 1); (–1; 1); (–2; 0); (3; 3) розв’яз�
ком системи рівнянь:

а) 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

;32
,22

yxy
yx б) 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

?42
,22

yxy
yx

518. Чому не має розв’язків система рівнянь:

а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=++
;03

,07
2

22

yxy
yx

б) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+

?4
,1

22

22

yx
yx

Мал. 102
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519. Яке рівняння відповідає графіку (мал. 103): а) синього
кольору; б) червоного кольору; в) синього і червоного
кольорів разом?

520. Побудуйте графік рівняння:

а) x + 2y = 0; б) ху = 12; в) x2 + y2 = 9;

г) x2 – y = 2; ґ) ;1=+ xy д) y + 1 = (x + 1)3.

Чи можна побудовані графіки вважати графіками
функцій?

Розв’яжіть графічно систему рівнянь (521—524).

521. а) 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

;1
,1

2xy
xy

б) 
⎩
⎨
⎧

=−
=

;0
,8 2

xy
xy в) 

⎩
⎨
⎧

=+
=

.02
,6

y
xy

522. а) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+
;0

,1822

yx
yx б) 

⎩
⎨
⎧

=+
=+
;1

,122

yx
yx в) 

⎩⎨
⎧

=−
=

.0
,16

yx
xy

523. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

;
,

2

2

xy
xy

б) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

;2
,02

xy
yx в) 

⎩
⎨
⎧

=−
=−

.0
,08

2 yx
xy

524. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=+

;5
,25

2

22

yx
yx б) 

⎩
⎨
⎧

=
=+

;9
,1822

xy
yx в) 

⎩
⎨
⎧

=−
=+
.2

,422

xy
yx

Мал. 103
а б
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Розв’яжіть систему рівнянь способом підстановки
(525—527).

525. а) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

;9
,3

22 yx
yx

б) 
⎩
⎨
⎧

=
=−
;4

,3
xy

yx

в) 
⎩
⎨
⎧

−=
=−
;2

,42
xy

yxy
г) 

⎩
⎨
⎧

=
=+

.1
,843

xy
yx

526. а) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+
;06

,10022

x
yx б) 

⎩
⎨
⎧

=+
=+
;01

,422

x
yx

в) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

;02
,3

xy
yx

г) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−
.2

,1622

yx
yx

527. а) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+

;22
,73

2yx
yx

б) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

;322
,82

22 yx
yx

в) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+

;0
,62

yx
yx г) 

⎩
⎨
⎧

=+
=+
.2

,422

yx
yx

Розв’яжіть систему рівнянь способом алгебраїчного до�
давання (528—529).

528. а) 
⎩
⎨
⎧

=+−
−=−+

;49
,23

xyyx
xyyx б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+

;10
,15

2

2

xyy
xyx

в) 
⎩
⎨
⎧

=+−
=+

;8))((
,1022

yxyx
yx г) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=+

.5
,25

22

22

yx
yx

529. а) 
⎩
⎨
⎧

=
=+
;20

,4122

xy
yx б) 

⎩
⎨
⎧

=
=+

;15
,3422

xz
zx

в) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=−

;1
,2

2

2

xyy
xyx

г) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+

.
,5

xyyx
xyyx

530. Задачі Діофанта. Розв’яжіть системи рівнянь:

а) 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

;68
,10

22 yx
yx

б) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+

.80
,20

22 yx
yx
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531. Задачі Іоанна Палермського. Розв’яжіть системи
рівнянь:

а) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

;2
,42

yx
yxy б) 

⎩
⎨
⎧

=−
=−

.2
,40

yx
xxy

532. Задачі Леонардо Фібоначчі. Розв’яжіть системи
рівнянь:

а) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+

;24)(
,10

yyxx
yx

б) 
⎩
⎨
⎧

=
=+

.32
,10

2 yx
yx

533. Побудуйте графік рівняння:

а) у2 – x = 1; б) x2 + y2 = 9;

в) (x – 1)2 + (y + 3)2 = 1; г) x2 + y2 – 2x = 3;

ґ) x2 – y2 = 0; д) x2 + 1 + y2 – 2y = 0.

Чи можна побудовані графіки вважати графіками
функцій?

Розв’яжіть графічно систему рівнянь (534—536).

534. а) 
⎩
⎨
⎧

−=
−−=

;1||
,76 2

xy
xxy б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
−−=

.1

,12
3

2

x
y

xxy

535. а) 
⎩
⎨
⎧

=+−
−=

;023
,4

xy
xy б) 

⎩
⎨
⎧

=
=+

.12
,2522

xy
yx

536. а) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+

;0||
,3222

yx
yx б) 

⎩
⎨
⎧

=−
=−

.0||
,02

yx
yx

Розв’яжіть систему рівнянь (537—540).

537. а) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

;23
,36,32

yx
xyx б) 

⎩
⎨
⎧

−=+
=−

;43
,222

yx
yx

в) 
⎩
⎨
⎧

=−−
=+

;0)3)(8(
,2522

xx
yx г) 

⎩
⎨
⎧

=+
=−

.0)1(
,5022

yx
yx
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538. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+

;

,8

3

411

yx

yx
б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−

;

,02

6

111

yx

yx

в) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

;445
,02

2yxy
yx

г) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

.212
,134

2 xyx
yx

539. а) 
⎩
⎨
⎧

=−+
=−−

;13
,7

yxxy
yxxy

б) 
⎩
⎨
⎧

=−+
=++

;4
,5

xyyx
xyyx

в) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

;34

,

22
15

34

yx
x

y

y

x

г) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

.24

,2,5

22 yx
x

y

y

x

540. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+
;2

,32
2

22

yx
yx б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+

;62
,133

22

22

yx
yx

в) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−

;04
,0

2

2

yyx
xyx г) 

⎩
⎨
⎧

=
=+

.6
,1322

xy
yx

Розв’яжіть системи рівнянь з праць відомих авторів (541—542).

541. З «Алгебри» аль�Хорезмі (IX ст.):

а) 
⎩
⎨
⎧

=
=+

;4
,10

2 xyx
yx

б) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

.
6

1
2

,10

y

x

x

y
yx

542. З «Книги абака» (1202 р.) Леонардо Фібоначчі:

а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=+

−
;4

,12

2

1

yx

xy
yx

б) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +

=+

.
3

2
1221010

,10

x

y

y

x
yx

Розв’яжіть систему рівнянь (543—545).

543. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=−

;
5

26
,2422

x

y

y

x
yx

б) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=+

;
6

5
,1322

x

y

y

x
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в) 
⎩
⎨
⎧

=+−
=−+

;44
,43

22

22

xxy
xyxy г) 

⎩
⎨
⎧

=++
=−−

.134
,144

22

22

xyyx
xxy

544. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+

;2
,2

2

2

xy
yx

б) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+

;94
,62

2

22

xy
yx

в) 
⎩
⎨
⎧

=
=+

;4
,3

xy
yx

г) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=+

.6

,5

xy

yx

545. а) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+

;0)3(
,9022

yxx
yx б) 

⎩
⎨
⎧

=+
=−+

;64
,0))((

22 yx
yxyx

в) 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

;6
,7222

yx
xyyx г) 

⎩
⎨
⎧

=+−−
=+−+

.7)(2)(
,45)(4)(

2

2

yxyx
yxyx

Розв’яжіть систему рівнянь способом заміни змінних (546—548).

546. а) 
⎩
⎨
⎧

−=++
−=++
;353

,192)(5
xyyx

xyyx б) 
⎩
⎨
⎧

=+
=++

;30
,11

22 xyyx
yxxy

в) 
⎩⎨
⎧

=+
=+
;4

,2833

yx
yx г) 

⎩
⎨
⎧

−=+
−=

.7
,8

33

33
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yx

547. а) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=−

;15

,1532

y

x
y

x

xy

xy
б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

;

4
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,

22 yx
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в) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

;
4
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2
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22

,
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yx г) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

.160

,

22
3

111

yx
yx

548. а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=−+
;72

,12
33

22

yx
xyyx б) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=++
;218

,109
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yxyx
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в) 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +

;61

,5,11

x

y

y

x

y

x

г) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=−

.26

,26

x

y
y

x

xy

xy

549. Знайдіть числа а і b, якщо:

а) 3а + 4b = 8ab = 8;

б) а2 – 0,5b = а – b = 1;

в) а2 + аb – 5 = b2 + аb = 10;

г) а2 + b2 – 6b = 2а + b = 0;

ґ) а2 + b – 2а = а + b = –1;

д) 3(а – 2)(b + 1) = а – b = 3.

550. Знайдіть відстань між точками перетину прямої і кола,
рівняння  яких x – y = 7 i x2 + y2 = 169.

551. Знайдіть відстань між точками перетину кіл, рівняння
яких х2 + у2 = 25 і (х – 4)2 + (у – 4)2 = 1.

552. Швидкість світла дорівнює 3 ⋅ 105 км/с. Яку відстань
світло проходить за: а) 5 с; б) 1 год; в) 1 рік?

553. Знайдіть суму і різницю дробів:

а) 
352

1
2 −+ xx

  і  
372

1
2 +− xx

;

б) 
6136

2
2 +− aa

  і  
6113

1
2 +− aa

.

554. Скоротіть дріб:

а) 
15,33

252
2

2

+

+

−

−

aa

aa
;     б) 

332

3
2

2

+

−

− xx

x
;    в) 

1053

105
2

2

+−

−+

cc

cc
.

pidruchnyk.com.ua



КВАДРАТИЧНА ФУНКЦІЯ 133

§14. РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ
                    СКЛАДАННЯМ СИСТЕМ РІВНЯНЬ

Задача — це вимога виконати що�небудь або запитання,
рівнозначне такій вимозі. В алгебраїчних задачах найчасті�
ше вимагається що�небудь обчислити, довести, перетвори�
ти, дослідити. Якщо, розв’язуючи задачу, як моделі викори�
стовують алгебраїчні вирази, рівняння, нерівності, системи
рівнянь, то говорять про алгебраїчні методи.

Як розв’язувати задачі складанням систем лінійних
рівнянь, ви знаєте з 7 класу. Подібним способом розв’язу�
ють і задачі, які зводяться до систем рівнянь другого степе�
ня з двома невідомими.

Задача 1. Знайдіть сторони прямокутника, діагональ яко�
го дорівнює 10 см, а периметр на 18 см більший.

✔ Р о з в ’ я з а н н я. Позначимо довжи�
ни шуканих сторін прямокутника х см і у см
(мал. 104). Тоді квадрат його діагоналі дорів�
нює х2 + у2, а півпериметр становить х + у.
Оскільки діагональ дорівнює 10 см, а пери�
метр — 28 см, то маємо систему рівнянь:

⎩
⎨
⎧

=+
=+

.14
,10022

yx
yx

Розв’яжемо її:
у = 14 – х  і  х2 + (14 – х)2 = 100,
х2 + 196 – 28х + х2 = 100,
х2 – 14х + 48 = 0.
Корені останнього рівняння: х1 = 8, х2 = 6.
Якщо х = 8, то у = 6; якщо х = 6, то у = 8.
В і д п о в і д ь. 8 см і 6 см.
Задача 2. Один велосипедист їде зі швидкістю на 2 км/год

більшою, ніж другий, тому відстань 28 км він долає на 20 хв
швидше, ніж другий. Знайдіть швидкості обох велосипедистів.

✔ Р о з в ’ я з а н н я. Нехай швидкості велосипедистів
(у кілометрах за годину) дорівнюють u i v. Швидкість першо�
го більша на 2, тому маємо рівняння: и – v = 2.

Мал. 104
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Оскільки відстань 28 км перший велосипедист долав за

u

28
, а другий — за 

v

28
 год, і час першого на 20 хв,  або на

3

1
год, менший, то маємо друге рівняння:

3

12828 =−
uv

, або 84(u – v) = uv.

Розв’яжемо систему рівнянь:

,
)(84
,2

⎩
⎨
⎧

=−
=−

uvvu
vu  або 

⎩
⎨
⎧

=
=−

,168
,2

uv
vu

звідси u(u – 2) = 168, u2 – 2u – 168 = 0.
Корені одержаного квадратного рівняння: u1=14, и2 = –12.

Значення –12 умову задачі не задовольняє. Отже, u = 14, a
v = 14 – 2 = 12.

В і д п о в і д ь. 14 км/год і 12 км/год.

При розв’язуванні задач з параметрами відповіді одержують у
вигляді виразів зі змінними. Повне розв’язання такої задачі ви+
магає дослідження: треба вказати, за яких значень параметрів

задача має розв’язки і скільки.
Задача. З порту одночасно вийшли два теплоходи: один на

південь, другий — на захід. Через 2 год відстань між ними дорівнюва+
ла 60 км. Знайдіть швидкості теплоходів, якщо швидкість першого на
а км/год більша за швидкість другого.

Р о з в ’ я з а н н я. Нехай швидкості теплоходів дорівнюють відпо+
відно х км/год і у км/год. За 2 год вони
пройшли (в напрямах, перпендикулярних
один до одного) відповідно 2х і 2y км
(мал. 105). За теоремою Піфагора,

4х2 + 4у2 = 602, або х2 + у2 = 900. Крім
того, х – у = а. Маємо систему рівнянь:

⎩
⎨
⎧

=−
=+
.

,90022

ayx
yx

Розв’яжемо її. З другого рівняння системи знайдемо x = у + а.
Підставивши це значення в перше рівняння, матимемо:
      (y + a)2 + y2 = 900,     2y2 + 2ay + a2 – 900 = 0.

Мал. 105
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Розв’яжемо останнє квадратне рівняння відносно у:

2

1800 2aa
y

−±−
= .

За умовою задачі, a і y мають бути додатними, тому можливий
лише один випадок:

2

1800 2 aa
y

−−
= .

При цьому мають виконуватися умови:

⎪
⎩

⎪
⎨
⎧

>−
≥−

>

,1800

,01800
,0

2

2

aa

a
a

 або 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<<−
≤≤−

>

.3030
,230230

,0

a
a

a

Отже, задачу задовольняє тільки одне значення змінної y:

,1800(5,0 )2 aay −−=  якщо 0 < a < 30.

Тоді ).1800(5,0 2 aaayx +−=+=
В і д п о в і д ь . Якщо 0 < a < 30, то задача має єдиний розв’язок:

)1800(5,0 2 aa +− км/год  і )1800(5,0 2 aa −− км/год. Якщо

a ≤ 0 або  a ≥ 30, то задача розв’язків не має.

1. Що таке задача?
2. Які бувають задачі?
3. Складіть кілька різних моделей для задачі: «Знайдіть

два числа, сума яких дорівнює 15, а добуток — 56».

Задача 1. Знайдіть двоцифрове число, яке в 4 рази більше
за суму його цифр і в 3 рази — за їх добуток.

✔ Р о з в ’ я з а н н я. Позначимо цифри десятків і одиниць
буквами х і у. Тоді шукане число дорівнює 10х + у. Оскільки
воно в 4 рази більше за суму цифр, то 10х + у = 4(х + у), звідси
6х = 3у, або 2х = у.
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Число 10х + у  втричі більше за добуток цифр, тому
10х + у = 3ху. Розв’яжемо систему рівнянь:

⎩
⎨
⎧

=+
=

.310
,2

xyyx
yx

Підставимо значення у в друге рівняння:
10х + 2х = 3х ⋅ 2х, 12х = 6х2, звідси х = 0, або х = 2.
Перша цифра двоцифрового числа — не 0.  Тому х = 2, а

у = 2х = 4.
П е р е в і р к а. 24 = 4(2 + 4) і 24 = 3 ⋅ 2 ⋅ 4.
Примітка. Оскільки тут х і у — натуральні числа, то з’я�

сувавши, що у = 2х, далі можна не розв’язувати систему, а
випробувати числа 12, 24, 36 і 48. З них задачу задовольняє
тільки число 24.

В і д п о в і д ь. Число 24.
Задача 2. Периметри правильного трикутника і правиль�

ного шестикутника рівні, а сума їх площ дорівнює 3  м2.

Знайдіть сторони цих многокутників.

✔ Р о з в ’ я з а н н я. Нехай шукані сторони трикутника і
шестикутника дорівнюють х і у (мал. 106). Оскільки пери�
метри фігур рівні, то 3х = 6у, звідси х = 2у.

Площа правильного трикутника зі стороною х дорівнює

4

32x
. Правильний шестикутник складається з шести пра�

вильних трикутників зі стороною у, тому його площа дорів�

нює 
4

32

6
y⋅ . Маємо систему рівнянь:

Мал. 106
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=
⋅

.3

,2

4

36

4

3 22 yx

yx
  або 

⎩
⎨
⎧

=+
=

.46
,2

22 yx
yx

Підставимо в друге її рівняння значення х = 2у. Маємо

рівняння 10у2 = 4, звідси у2 = 0,4, а .1,02=y   Тоді .1,04=x

В і д п о в і д ь. 1,04  м  і   1,02  м.

555. Складіть задачу, математичною моделлю якої була б
система рівнянь:

а) 
⎩
⎨
⎧

=
=+
;6

,5
xy

yx б) 
⎩
⎨
⎧

=
=−

;40
,3

xy
yx в)  

⎩
⎨
⎧

=+
=+

.25
,7

22 yx
yx

556. Знайдіть два числа, сума яких дорівнює 21, а добуток
становить 90.

557. Знайдіть два числа, різниця яких дорівнює 1,1, а добу�
ток — 0,6.

558. Знайдіть два числа, сума яких дорівнює 31, а сума їх
квадратів — 625.

559.  Середнє геометричне двох чисел дорівнює 3. Знайдіть
ці числа, якщо одне з них більше від другого на 9,1.

560. Периметр прямокутного трикутника дорівнює 90 см, а
гіпотенуза — 41 см. Знайдіть катети трикутника.

561. Знайдіть два числа, якщо:

а) їх різниця дорівнює 2, а різниця квадратів — 88;

б) їх півсума дорівнює 9,5, а сума квадратів — 185;

в) їх сума дорівнює 20, а добуток — 84.

562. Знайдіть катети прямокутного трикутника, в якого:

а) гіпотенуза дорівнює 13 дм, а площа — 30 дм2;

б) периметр дорівнює 30 см, а сума катетів — 17 см;

в) гіпотенуза дорівнює 17 см, а периметр — 40 см.
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563. Знайдіть сторони прямокутника, діагональ якого дорів�
нює 10 м, а площа — 48 м2.

564. Знайдіть катети прямокутного трикутника, якщо один з
них менший від гіпотенузи на 2 см, а другий —
на 25 см.

565. Внутрішній і зовнішній контури рамки — квадрати.
Сторона одного з них дорівнює діагоналі другого
(мал. 107). Знайдіть сторони цих квадратів, якщо пло�
ща рамки дорівнює 32 см2.

566. Знайдіть внутрішній і зовнішній радіуси кільця, якщо
їх різниця дорівнює 5 см, а площа кільця — 125π см2

(мал. 108).

567. Знайдіть довжини ребер прямокутного паралелепіпе�
да, якщо довжина одного з них, площа поверхні й об’єм
паралелепіпеда дорівнюють відповідно 8 см,
158 см2 і 120 см3.

568. Один комбайнер може зібрати врожай пшениці з ділян�
ки на 24 год швидше, ніж другий. Якщо комбайнери
працюватимуть разом, то можуть завершити роботу за
35 год. За який час кожний комбайнер може зібрати весь
урожай?

569. Задача Луки Пачіоло. Сума квадратів двох чисел до�
рівнює 20, а добуток — 8. Знайдіть ці числа.

570. Чисельник звичайного нескоротного дробу на 3 менший від
знаменника, а якщо до обох його членів додати по 10, то
значення дробу збільшиться вдвічі. Який це дріб?

Мал. 107 Мал. 108
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571. Автомат виготовляє однакові деталі. Якби він щохви�
лини виготовляв на одну деталь більше, то 720 деталей
виготовив би на 1 год швидше. Скільки деталей виго�
товляє автомат за одну годину?

572. Замовлення на випуск 150 машин завод мав би викона�
ти за кілька днів. Але вже за два дні до строку, випуска�
ючи щодня  2 машини понад план, він не тільки виконав
замовлення повністю, а й випустив ще 6 машин додат�
ково. За скільки днів завод мав би виконати замовлен�
ня?

573. Завод мав  би виготовити партію верстатів за кілька днів.
Перевиконуючи денне завдання на 9 верстатів, він уже
за 3 дні до строку виготовив 588 верстатів, що станови�
ло 98 % замовлення. Скільки верстатів виготовляв за�
вод щодня?

574. Бригада лісорубів повинна була заготовити протягом
кількох днів 216 м3 дров. Перші три дні вона працювала,
як передбачалось, а потім щодня заготовляла на 8 м3

більше, тому вже за день до строку заготовила 232 м3 дров.
Скільки кубометрів дров заготовляла бригада щодня?

575*. Одна труба може наповнити басейн водою на 36 хв
швидше, ніж друга. Якщо спочатку половину басейну
наповнить одна труба, а потім половину басейну — дру�
га, то він наповнюватиметься на півгодини довше, ніж
одночасно обома трубами. За скільки хвилин може на�
повнити басейн водою кожна труба?

576. З «Курсу математики» (1813 р.) для французьких
 військових шкіл. Сума трьох сторін прямокутного три�
кутника дорівнює 156 м, площа — 1014 м2. Знайдіть
його сторони.

577. Поїзд мав би проїхати шлях від станції А до станції В
 за 4 год. Однак на відстані 150 км від А його було затри�
мано на 20 хв. Щоб прибути до В за розкладом, він прой�
шов решту шляху зі швидкістю, більшою від початко�
вої на 15 км/год. Знайдіть відстань від А до В.

pidruchnyk.com.ua



Р о з д і л  2140

578. Мотоцикліст проїхав відстань від села до міста за 5 год.
Повертаючись у село, він перші 36 км їхав з тією самою
швидкістю, а решту (більшу частину шляху) — зі швид�
кістю, на 3 км/год більшою. Тому на зворотний шлях
він затратив на 15 хв менше. З якою швидкістю мото�
цикліст їхав до міста?

579. Шлях між селами А і В складається з підйому і спуску.
Велосипедист, рухаючись на спуску зі швидкістю на
6 км/год більшою, ніж на підйомі, шлях від А до В до�
лає за 2 год 40 хв, а від В до А — на 20 хв швидше.
Знайдіть швидкості велосипедиста на підйомі й спуску
та довжину підйому від А до В, якщо відстань від А до В
дорівнює 36 км.

580. Теплохід пройшов за 9 год 100 км за течією річки і 64 км —
проти течії. Іншим разом за такий самий час він прой�
шов 80 км за течією і 80 км — проти течії. Знайдіть влас�
ну швидкість теплохода і швидкість течії річки.

581. Швидкість одного літака на 100 км/год більша від швид�
кості другого. Тому перший долає відстань 980 км на
0,4 год довше, ніж другий — відстань 600 км. Знайдіть
швидкості літаків.

582. Від пристані А за течією річки відійшов пліт. Через 3 год
від пристані В, віддаленої від А на 60 км, відійшов теп�
лохід, який прибув до А через 1 год після зустрічі з пло�
том. Визначте швидкість течії, якщо швидкість тепло�
хода в стоячій воді дорівнює 24 км/год.

583. Із села в місто, відстань між якими 20 км, виїхав велоси�
педист, а через 15 хв слідом за ним другий. Наздогнав�
ши першого, другий велосипедист повернувся назад і
прибув до села за 45 хв до прибуття першого велосипе�
диста в місто. Знайдіть швидкість першого велосипеди�
ста, якщо другий їхав зі швидкістю 15 км/год.

584. З пункту А одночасно і в одному напрямку виїхали два
велосипедисти зі швидкостями 18 км/год і 24 км/год.
Через 1 год слідом за ними виїхав автомобіль, який на�
здогнав спочатку одного велосипедиста, а через 10 хв —
і другого. Знайдіть швидкість автомобіля.
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585. З пункту А до В, відстань між якими 90 км, виїхав велоси�
педист зі швидкістю 12 км/год. Через півгодини з А
до В виїхав другий велосипедист зі швидкістю
15 км/год. Водночас з В у напрямку до А виїхав мото�
цикліст, який спочатку зустрів першого велосипедиста,
а через 2 хв — другого. Знайдіть швидкість мотоцикліста.

586. Двома взаємно перпендикулярними дорогами в напрям�
ку до перехрестя їдуть велосипедист і мотоцикліст зі

швидкостями 
3

1
 км/хв і 1 км/хв. У деякий момент часу

велосипедист був на відстані 8 км від перехрестя, а мо�
тоцикліст — на відстані 15 км. Через скільки хвилин
після того відстань між ними дорівнюватиме 5 км?

587. Доведіть, що при будь�якому значенні змінної вираз на�
буває тільки невід’ємних значень:

а) 9х2 + 12x + 4; б) 0,0ly4 – у2 + 25.

Доведіть тотожність (588—589).

588. 4а4 + 1 = (2а2 – 2а + 1) (2а2 + 2а + 1).

589. а4 + а2 + 1 = (а2 – а + 1) (а2 + а + 1).

Cпростить вираз (590—591).

590. .
)(

11

)(

1
2222 cacaca −−+

−+

591. .
)(22

3

33

2
2

22

ca

ca

ca

ac

ca

ca

−

−
−
−

−
+ +−

592. На столі в одному ряду лежать чотири фігури: трикут�
ник, круг, шестикутник і ромб. Вони пофарбовані в
різні кольори: червоний, синій, жовтий і зелений. Відо�
мо, що праворуч від жовтої фігури лежить ромб; круг
розташований праворуч від трикутника і ромба; чер�
вона фігура лежить між синьою і зеленою; трикутник
лежить не з краю; синя і жовта фігури не лежать по�
руч. Визначте, в якій послідовності розташовано фігу�
ри і якого вони кольору.
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ

В а р і а н т  I

1°. Побудуйте графік функції: а) у = –х2; б) .2 xy +=

2°. Розв’яжіть нерівність х2 – 2х < 0.

3•. Площа прямокутника дорівнює 180 см2, а його
периметр становить 54 см. Знайдіть сторони прямокут�
ника.

4•. Побудуйте графік функції y = х2 – 2х – 3, дослідіть її.

В а р і а н т  II

1°. Побудуйте графік функції: а) xy −= ; б) у = х2 – 4.

2°. Розв’яжіть нерівність 2х – х2 > 0.

3•. Довжина гіпотенузи прямокутного трикутника
дорівнює 61 см. Знайдіть довжини катетів цього три�
кутника, якщо його площа — 330 см2.

4•. Побудуйте графік функції у = x2 + 2х – 3, дослідіть її.

В а р і а н т  III
1°. Побудуйте графік функції: а) у = х–1; б) у = х2 + 2.

2°. Розв’яжіть нерівність х2 + 3х ≤ 0.

3•. Сума площ двох квадратів дорівнює 65 м2, а сума
їх периметрів — 44 м. Знайдіть сторони цих квадратів.

4•. Побудуйте графік функції у = 4х – х2 і дослідіть її.

В а р і а н т  IV
1°. Побудуйте графік функції: а) у = –х3; б) у = 4 – х2.

2°. Розв’яжіть нерівність х2 – 4х ≥ 0.

3•. Площа прямокутника дорівнює 120 см2, а його
периметр  — 46 см. Знайдіть сторони та діагональ пря�
мокутника.

4•. Побудуйте графік функції y = х2 – 5х + 4, дослідіть її.
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Функція — відповідність, при якій кожному значенню
змінної х з деякої множини D відповідає єдине значення
змінної у. Множину D називають областю визначення, а
множину усіх відповідних значень змінної у, — областю
значень даної функції. Якщо у — функція від х, то пи�
шуть у = f(x).

у = ах2 + bх + с — квадратична функція.
Графіки функцій у = ах2 + bх + с, у = ах2 + bх і у = ах2 —

однакові параболи, які можна сумістити паралельним
перенесенням.

Нулі  функції — це значення її аргументу, при яких
значення функції дорівнюють нулю.

Функція у = f(x) називається парною, якщо область її
визначення симетрична відносно нуля і для всіх значень
аргументу f(–x) = f(x).

Функція у = f(x) називається непарною, якщо область
її визначення симетрична відносно нуля і для всіх зна�
чень аргументу f(–x) = – f(x).

Існують функції, які є ні парними, ні непарними.
Функцію називають зростаючою (або спадною) на де�

якому проміжку, якщо кожному  більшому значенню
аргументу з цього проміжку відповідає більше (менше)
значення функції.

Квадратною нерівністю називається кожна
нерівність виду ах2 + bх + с * 0, де а, b, с — дані числа, х —
змінна, а * — будь�який зі знаків нерівності: <, >, ≤, ≥.
Розв’язуючи таку нерівність, зручно уявляти, як розта�
шований відносно осі х графік функції у = ах2 + bх + с.

Системою рівнянь другого степеня з двома змінними
називають систему рівнянь, принаймні одне з яких —
рівняння другого степеня із двома змінними, а друге —
рівняння першого чи другого степеня з тими самими
змінними. Розв’язують такі системи найчастіше спосо�
бом підстановки, додавання або графічним способом.
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Р о з д і л  2144

ІСТОРИЧНІ  ВІДОМОСТІ
Функція — одне з найважливіших понять сучасної

математики. Воно створювалося і збагачувалося про�
тягом тривалого часу. Таблиці квадратів і кубів вави�
лонські вчені обчислювали ще понад 4 тисячоліття
тому. А це ж — табличні задання функцій. Архімед ви�
значав залежність площі круга і
площу поверхні кулі залежно від
їх радіусів. А рівності S = πr2 і
S = 4πr2 задають функції. Р. Де�
карт для графічного зображення
різних залежностей застосував
систему координат. Термін «функ�
ція» вперше ввів німецький мате�
матик Г. Лейбніц (1646—1716).
Символи для загального позна�
чення функцій f(x) і у = f(x) запро�
вадив у 1734 р. швейцарський ма�
тематик Л. Ейлер.

Навіть після введення слова «функція» відповідне
йому поняття з часом змінювалося. Г. Лейбніц функці�
ями називав довжини відрізків, які змінювалися залеж�
но від зміни довжин інших відрізків.

Ейлер називав  функцією  вираз, складений зі змінної і
чисел. Наприклад, вираз 3х + 5 — функція від змінної х,
бо значення даного виразу залежить від значень х. Чесь�
кий математик Б. Больцано (1781—1848) ще більше
розширив поняття функції, він під функцією розумів
будь�яку залежність однієї величини від іншої. Згодом
більшість математиків під функцією розуміли залеж�
ну змінну величину, інші — відповідність між множи�
нами чисел або й відношення (співвідношення) між еле�
ментами довільних множин.

Найзагальніше сучасне означення функції запропону�
вала в XX ст. група математиків, що виступала під псев�
донімом Н. Бурбакі: «Функція — це  в і д н о ш е н н я,

Леонард Ейлер
(1707—1783)
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